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1 Ereignisse und deren Wahrscheinlichkeiten

1.1 Einfiihrung

1.1.1 Formaler Rahmen

Die Menge €2 aller méglichen Ergebnisse eines Experimentes heifét
e Grundmenge,
o FErgebnisraum,
o Grundraum.

Eine Menge A C  heifst Ereignis. Mengen {w} mit Elementen w € 2 heifsen Elementarer-
eignisse. Jedem FEreignis A ordnen wir eine Zahl P(A) € [0, 1] zu, die Wahrscheinlichkeil
von A.

1.1.2 Interpretation von Wahrscheinlichkeiten

Wabhrscheinlichkeit kann auf verschiedene Arten interpretiert werden. Die zwei wichtigsten
Arten sind:

(1) Wahrscheinlichkeit als Wetteinsatz. Wenn im Falle w € A ein Gewinn G ausbe-
zahlt wird, dann ist man (maximal) bereit, den Einsatz P(A) - G zu setzen.

Bei dieser Interpretation handelt es sich um eine subjektivistische Deutung von Wahr-
scheinlichkeit. BRUNO DE FINETTI (1906-1985) kann als Vater dieser Interpretation
gesehen werden.

(2) Wahrscheinlichkeit als Grenzwert. Nimmt man an, dass ein Experiment beliebig
oft wiederholt werden kann, wobei die einzelnen Ausginge voneinander unabhéngig
sind, dann gilt folgendes Postulat:

Die relative Hauﬁgkezt des Eintretens von A bei n unabhdngigen Wiederholungen des
Zufallsezperiments, P, (A) = #Hi: wied} , konvergiert fiir n — oo gegen P(A). !

n
Als wichtigster Vertreter dieser frequentistischen Interpretation von Wahrscheinlich-
keit ist RICHARD VON MISES (1883-1953) zu nennen.

Diese beiden Ansitze sind extrem kontrar. Jeder hat seine eigenen Vorteile. Die zugrunde
liegende mathematische Theorie ist aber von der Interpretation unabhéngig.

1.2 Ereignisse als Mengen

Definition 1.2.1 (Grundraum). Die Menge aller méglichen Ergebnisse eines Zufallsexpe-
riments heikt Grundraum (engl.: sample space) und wird iiblicherweise mit Q bezeichnet.

Beispiel 1.2.2 (Werfen einer Miinze). Beim Werfen einer Miinze gibt es zwei mogliche
Ergebnisse: Kopf (K) oder Zahl (Z). Somit ergibt sich der Grundraum zu Q = {K, Z}.
Von Interesse konnten die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse sein:

(a) Das Ergebnis ist Kopf.

Lyvergleiche Gesetz der Groken Zahlen, Kapitel 2.2



(b) Das Ergebnis ist Kopf oder Zahl.
(¢) Das Ergebnis ist Kopf und Zahl.
(d) Das Ergebnis ist nicht Kopf.

Beispiel 1.2.3 (Einmaliger Wiirfelwurf). Es ist leicht ersichtlich, dass Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
ist. Von Interesse konnten folgende Ereignisse sein:

(a) Das Ergebnis ist die Zahl 1.
(b) Das Ergebnis ist eine gerade Zahl.

(¢) Das Ergebnis ist gerade, aber nicht grofer 3.
(d) Das Ergebnis ist nicht gerade.

Ereignisse sind Teilmengen A von den jeweiligen Grundrdumen €. Fiir das Beispiel 1.2.2
ergeben sich folgende Lésungen:

(a) A= {K} oder, in anderer Schreibweise, A = K.

(b) A={K}U{Z}={K,Z} =q.

(c) A={K}n{Z} =0.

(d) A= {K}¢={K} oder, in anderer Schreibweise, A = K¢ = K.
Fiir das Beispiel 1.2.3 folgt analog:

(a) A={1}.

(b) A=1{2, 4, 6}.

(c) A=1{2,4,6}n{4,5,6}°={2,4,6}n{1, 2, 3} ={2}.
(d) A={2,4,6}c={1, 3, 5}.

Definition 1.2.4 (Disjunkte Ereignisse). Zwei Ereignisse A, B heifen disjunkt, wenn ihre
Schnittmenge gleich der leeren Menge ist:

ANB=0.
Auferdem gelten folgende Bezeichnungen:

e () heikt das unmdgliche Ereignis.

Q heiltt das sichere Ereignis.

A€ heifst Komplement oder Gegenereignis von A.

A\B heit Differenz (" A, aber nicht B”, ” A ohne B”).

o AAB heikt symmetrische Differenz ("entweder A oder B, aber nicht beide”).



Beachte: Nicht alle Teilmengen von €2 sind notwendigerweise Ereignisse. Bei iiberabzahl-
barem (2 wire es in diesem Fall nicht moglich, Wahrscheinlichkeiten auf allen Ereignissen
verniinftig zu definieren?. Man beschriinkt sich daher auf eine Mengenfamilie F von Er-
eignissen, also auf eine Menge von Teilmengen von €2, die "hinreichend reichhaltig” ist in
dem Sinne, dass alle interessierenden Ereignisse in F enthalten sind und wir wie oben
mit Mengenoperationen arbeiten kénnen. Das bedeutet, wir fordern, dass mit zwei Er-
eignissen A und B auch deren Vereinigung A U B und Durchschnitt A N B sowie das
Gegenereignis A° = Q\ A in F enthalten sind, aukerdem das sichere und unmdégliche Er-
eignis. Sind diese Eigenschaften erfiillt, nennt man F eine Algebra. Man folgert leicht, dass
fir Ay, Ag,..., Ay € Fauch J;_, A € F und (), A; € F. Dies gilt jedoch nur fiir end-
liche Vereinigungen und Durchschnitte! In einigen Féllen, wie dem folgenden Beispiel, ist
dies noch nicht ausreichend. Daher verallgemeinert man den Begrift der Algebra zu dem
der o-Algebra.

Beispiel 1.2.5. Eine Miinze wird solange geworfen, bis zum ersten Mal Kopf erscheint,
also Q = {w1, wa, ...}, wobei w; das Ergebnis "beim i-ten Versuch Kopf, alle vorhergehen-
den Versuche Zahl” bezeichnet. Man konnte sich zum Beispiel fiir das Ereignis A ="Kopf
erscheint nach ungerader Anzahl von Zahl-Wiirfen”, A = {ws, wy, ws, ...}, interessieren.

Definition 1.2.6 (o-Algebra). Besitzt eine Mengenfamilie F von Teilmengen von € die
Eigenschaften

(a) 0 e F,

(b) Ac F= A°c F,

(c) Ay, Ag, .. e F= U2, Ai € F,

dann nennt man F eine o-Algebra (engl.: o—field) iiber Q.
Bemerkung: Man zeigt leicht, dass dann auch ﬂf; A; € F.

Beispiel 1.2.7 (Kleinste o-Algebra). Die kleinste o-Algebra iiber einem Grundraum 2 ist
F = {0, Q}. Sie heifst auch triviale o-Algebra.

Beispiel 1.2.8. Falls A C Q ist, so ist F = {0, A, A°, Q} eine o-Algebra iiber .

Beispiel 1.2.9 (Potenzmenge). Die Potenzmenge von §2 (Schreibweise: {0, 1} oder P(Q))
ist definiert als die Menge aller Teilmengen von € und ist eine o-Algebra. Ist Q iiberabzahl-
bar, so ist die Potenzmenge ”zu grofs”, um auf jedem Element der Potenzmenge Wahrschein-
lichkeiten zu definieren. Bei abzdhlbarem € dagegen kann man immer P(2) als o-Algebra
wahlen.

Zsiehe auch das Buch von Krengel



Satz 1.2.10 (Gesetze von DE MORGAN, 1806-1871). Fir eine Mengenfamilie {A; : i € I}

gilt:
U - ()

i€l i€l
0 - (Us)
i€l 1€l

Speziell fiir zwei Mengen gilt:
(AUB)*=4°NB° und (ANB)°=A°UB".
Beweis. Fiir die erste Gleichung zeigt man sowohl "C” als auch ”2”. Die zweite Gleichung

ergibt sich durch Anwendung der ersten auf AS. Der komplette Beweis wird auf dem ersten
Ubungsblatt gezeigt. O

1.3 Wahrscheinlichkeit

Ziel: Erweiterung des Makraums (2, ) zum Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P).

Definition 1.3.1 (Axiome von KOLMOGOROV, 1903-1987). Ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf (Q, F) (Q # 0, F ist o-Algebra tiber Q) ist eine Funktion P : F — [0, 1] mit den
Eigenschaften

(a) P(0) =0 ("Positivitat”),
(b) P(2) =1 ("Normiertheit”),
(c) Fiir Ay, As, ... paarweise disjunkt (d.h. 4; N A; =0 fiir ¢ # j) gilt

P<U Ai) =Y P(A;) ("o-Additivitit”)
i=1 i=1
(Q, F, P) heift Wahrscheinlichkeitsraum.

Beispiel 1.3.2 (Miinzwurf). Es ist Q = {K, Z} und somit F = {0, K, Z, Q}. Ein mogli-
ches Wahrscheinlichkeitsmaf ist nach Definition 1.3.1 durch

P@®) = 0
PO) = 1
P(K) = »p
P(Z) = 1-p

gegeben, wobei p € (0, 1).

Beispiel 1.3.3 (Wiirfelwurf). Esist Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6} und F = {0, 1} = P(Q). Ein
Wahrscheinlichkeitsmafs P ist, Definition 1.3.1 folgend, durch

P®) = 0

PQ) = 1

P(A) = Y p VACF
icA

gegeben, wobei p; Zahlen im Intervall [0, 1] mit Z?:1 p; = 1 sind.

5



Lemma 1.3.4. In einem Wahrscheinlichkeitsraum (0, F, P) gilt:
(a) P(A€) =1— P(A) fiir alle A € F.

(b) B> A= P(B)> P(A) ("Monotonie”).

(¢) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) fiir alle A,B € F.

(d) (Siebformel von SYLVESTER, 1814-1897, und POINCARE, 1854-1912) Scien
Ay, Ag, ..., Ay, Ereignisse, dann gilt:

p(g A) -

n

P(A;) =Y P(Ain Aj)
1

= 1<j

+> P(AINA;NAL) — 4o+ ()" P(A N Aa NN Ay).
i<j<k

Beweis.
(a) Esist AUA®=Qund ANA°=0 (A und A° sind disjunkt), daher:

P(A) + P(A%) = P(AU A°) = P(Q) = 1.
(b) Aus B D Afolgt B=AU(B\ A). Da Aund B\ A disjunkt, gilt
P(B) =P(AU(B\ A)) =P(A)+P(B\A) > P(A).
(¢c) Da AUB =AU (B\ (AN B)) (disjunkte Vereinigung!), erhilt man
P(AUB) =P(A) + P(B\ (ANB)).

Im Beweis von Teil (b) hatten wir P(D \ C) = P(D) — P(C) fir zwei Ereignisse C
und D gesehen, also

P(B\(ANB)) = P(B) - P(AN B),
und damit erhélt man die gewiinschte Formel.
(d) Siehe Ubungsblatt 2.
O]

Lemma 1.3.5 (Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmafes P). Sei Ay, A, ... eine wach-
sende (auch: isotone) Folge von FEreignissen, das heifft Ay C As C .... Belrachte den
Grenzwert

A=

(@

Ai = ‘lim Al

1

-
Il

Dann gilt:
P(A) = lim P(A;).

1—00



Beweis. Man iiberlegt sich leicht, dass A = A3 U (A2\ A1) U (A3\A2)U. ... Also ldsst sich A
darstellen als Vereinigung von einer disjunkten Mengenfamilie von Ereignissen. Daher folgt
mit Definition 1.3.1.c:

P(4) = P(4A) +ZP(Ai+1\Ai)
=1
n—1

= P(A)+ Jim Z(P(Ai-H) — P(4)))
i1
= lim P(A,).

n—oo
O

Bemerkung: Eine dhnliche Aussage gilt fiir fallende (auch: antitone) Mengenfolgen im
Sinne von By 2 By 2 B3 D ..., wobei B := (2, B;. Es gilt:

P(B) = lim P(B;).

71— 00

Abschliefsend seien noch zwei Definitionen gegeben:

Definition 1.3.6 (Nullereignis). Ein Ereignis A heifst null, wenn P(A) = 0. Daraus folgt
nicht A = (). Man spricht auch von einem Nullereignis.

Definition 1.3.7 (fast sicher). Ein Ereignis A heift fast sicher, wenn P(A) = 1. Daraus
folgt nicht A = ), sondern lediglich, dass A° ein Nullereignis ist.

Aufgabe: Seien A, B Ereignisse mit P(A) = 3/4 und P(B) = 1/3. Zeigen Sie, dass
1/12< P(ANB) <1/3.

Lésung: Die obere Grenze ergibt sich durch die Vorstellung, dass B ganz in A liegt, die
untere aus

P(AUB) =P(A)+P(B)-P(AnB
— P(ANB) > P(A)+P(B) ~1="+

1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Vorab eine heuristische Betrachtung: Angenommen, man weifs, dass ein Ereignis B bereits
eingetreten ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit von A gegeben diese Information offensicht-
lich proportional zu P(ANB), das heifst gleich a- P(ANB) mit o € R. Aus a- P(QNB) =1
folgt, dass a = 1/P(B), also P(A|B) = P(AN B)/P(B).

Definition 1.4.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Seien A, B zwei Ereignisse mit
P(B) > 0. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B definiert durch

P(ANB)

P(AIB) = =555



Beispiel 1.4.2. Fin Ehepaar hat zwei Kinder. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass
es zwel Jungen sind, wenn wir bereits wissen, dass eines der Kinder ein Junge ist?

1. Schritt: Definiere den Grundraum

Q={JJ, MM, JM, MJ}.

2. Schritt: Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse festlegen mit

1
P(JJ)=P(MM)=P(JM)=P(MJ) = T
3. Schritt: Definiere die notwendigen Ereignisse:
A = zwei Jungen®
B = ,ein Kind ist ein Junge®
A = {JJ}
B = {JJ,JM, MJ}
ANB = {JJ}.
4. Schritt: Anwenden von Definition 1.4.1:
P(ANB)
P(A|IB) = ————=
P
P{JJ, JM, MJ})
B P{JTY)
P({JJ})+ P{JM}) + P({MJ})
_ 3
3.1
_ 1
= 3
Definition 1.4.3 (Partition). Eine Familie By, Bs, ..., B, von Ereignissen heilst Partition

(oder disjunkte Zerlegung) von 2, wenn gilt:
1. BNBj=0 Yi#j ("B;s paarweise disjunkt”),
2. UL, B; = Q.

Lemma 1.4.4 (Satz von der totalen Wahrscheinlichlichkeit). Fir beliebige Ereignisse
A und B mit 0 < P(B) <1 gilt

P(A) = P(A|B) - P(B) + P(A|B°) - P(B).

Allgemein gilt: Ist By, Ba, ..., By eine Partition von Q mit P(B;) > 0 firallei =1,...,n,
dann gilt

P(A) =Y P(A|B;)- P(By).
1=1



Beweis. Die Ereignisse (AN B) und (AN B€) sind disjunkt, und A = (AN B) U (AN B°).
Mit Definition 1.4.1 gilt daher:

P(A) = P(ANB)+P(ANB")
= P(A[B)- P(B) + P(A|BY) - P(B).

Der Beweis der zweiten Aussage verlauft analog. O
Beispiel 1.4.5. Gegeben seien zwei Urnen mit folgendem Inhalt:

Urne I: 2 weifle, 3 blaue Bille,

Urne II: 3 weifle, 4 blaue Bille.

Ein zuféllig aus Urne I gezogener Ball wird in Urne II gelegt. Dann wird zuféllig aus Urne
IT ein Ball gezogen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass man einen blauen Ball zieht?
Lésung: Definiere die Ereignisse

A = 7Der zweite gezogene Ball ist blau.”

B = 7"Der erste gezogene Ball ist blau.”

Somit ergibt sich nach dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit (Lemma 1.4.4) folgendes
Ergebnis:

P(A) = P(A|B)-P(B)+ P(A|B)- P(B°)

Beispiel 1.4.6 (Prisoners’ paradox). Drei Gefangene sind zum Tode verurteilt. Einer wird
zuféllig ausgewdhlt und begnadigt. Gefangener a weift daher, dass die Wahrscheinlichkeit
zu {iberleben gleich 1/3 ist. Nun bittet er den Warter, ihm den Namen von einem der
beiden anderen Gefangenen zu nennen, der nicht begnadigt wird. Der Warter sagt: ”b wird
nicht begnadigt”. Der Gefangene a argumentiert nun: Nur er selbst oder ¢ werden nun
begnadigt, daher steigt die Wahrscheinlichkeit, dass er iiberlebt, auf 1/2. Hat er recht?
Lésung: Definiere folgende Ereignisse:

A = 7qa wird begnadigt”

B = 7b wird begnadigt”

C := 7c wird begnadigt”
Wy, = 7"Wairter sagt, b wird nicht begnadigt”
W, = "Wairter sagt, ¢ wird nicht begnadigt”

Gesucht ist P(A|W3). Als Hilfsmittel wird der Satz der totalen Wahrscheinlichkeit heran-
gezogen. Hieraus ergibt sich eine formale Zerlegung von Q in ANW,, BNW,, CNWy, AN
We, BNW,., CNW,. Nun stellt sich die Frage nach der Festlegung der Wahrscheinlichkeiten
auf Q.



P(Wy|B) = 0
P(W.B) = 1
PW|C) = 1
PWIC) = 0
P(Wy|A) = B=0
P(W,|A) = v=0

mit g+~ =1.

Mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit ergeben sich folgende Wahrscheinlichkeiten
auf

n|lA B C

B 1 1+8
Wels 0 35|35

1 14

Weld 5 0]

1 1 1

3 3 3

Mit diesen Informationen erhélt man
P(ANW,) 8 3

PN = —pr® = T3 = Thp

Da 0 < g <1, folgt nur 0 < P(A|W;,) < 1/2. Nimmt man gleiche Wahrscheinlichkeiten fiir

jedes der beiden Ereignisse P(Wy|A) = B und P(W,|A) = ~ an, also f = v = 1/2, erhalt
man P(A|W}) =1/3.

Im Folgenden wird ein weiterer Satz der Statistik hergeleitet: Da AN B = BN A, folgt aus
P(A|B) = P(ANB)/P(B) (fir P(B) > 0) und P(B|A) = P(BNA)/P(A) (fiir P(A) > 0)
sofort der Satz von BAYES.

Satz 1.4.7 (Satz von Bayes, 1701-1761). Seien A wund B zwei Ereignisse mit
0< P(A) <1 und P(B)>0. Dann gilt:

P(B|A) - P(4)
PAB) = ————~
_ P(B|A) - P(A)
- P(B|A)- P(A) + P(B|Ac) - P(Ac)
Allgemein: Sei B ein Ereignis mit P(B) > 0 und Ay, Ag, ..., A, eine Partition von

mit P(A;) >0 fir alle i = 1,...,n. Dann gilt:

_ P(BJA;j)- P(A))
PUAIB) = S prpiay- P4y

10



Als Standardbeispiel fiir den Satz von Bayes kann ein diagnostischer Test genannt werden.
Eine weitere Bedeutung wird durch folgende Umformulierung ersichtlich:

P(B|A) - P(A) P(B|A?) - P(A%)
P(B) P(B) '
Division der ersten durch die zweite Gleichung liefert den folgenden Satz.

Satz 1.4.8 (Variante des Satzes von Bayes). Mit A und B wie in Satz 1.4.7 gilt:

P(A|B) = und  P(A°|B) =

P(A|B) _ P(A) P(B|A)
P(A°|B) - P(A°) ) P(B[A°) -
Posteriori Chance = Priori Chance - Likelihood Quotient

Zum einen ist die Angabe von Chancen in vielen Bereichen (wie etwa der Medizin) sehr
beliebt, zum anderen bietet diese Schreibweise ein Tor zur Likelihood-Inferenz.

Wir bemerken an dieser Stelle, dass zwischen Wahrscheinlichkeiten 7 und den zugehd-
rigen Chancen ~ offensichtlich folgende Zusammenh#nge bestehen:

v = M
g
g 2

Beispiel 1.4.9 (Fall-Kontroll-Studie). Die zwei Ereignisse E (Ezposition) und K (Krank-
heit) stehen dafiir, dass eine Person einem Risiko ausgesetzt bzw. an einer bestimmten
Krankheit leidet. Zum Beispiel konnte E das Ereignis sein, dass eine Person raucht, und K,
dass sie an Lungenkrebs erkrankt ist. Man interessiert sich flir den Zusammenhang zwi-
schen diesen beiden Ereignissen. In Fall-Studien schétzt man P(E|K) und P(E|K¢) und
berechnet daraus das Ezpositions-Odds Ratio (engl. exposure odds ratio)

P(E|K) / P(E|K®)

P(E|K) | P(E°|K)
Von eigentlichem Interesse ist aber das Krankheits-Odds Ratio (engl. disease odds ratio)

P(K|E) /| P(K|E°)
P(K¢|E) [ P(K¢E*)"

Die beiden Odds Ratios sind gleich, da nach Satz 1.4.8
P(EIK) _ P(K|E) P(E) 3)
P(E°|K)  P(K|E®) P(E)

und

P(E|K®) _ P(K°|E) P(E) )
P(EC|K®)  P(K°|E®) P(E)
Dividieren von (3) durch (4) liefert

P(E|K) /P<E|Kc> _ P(K|E) /P(KEC)

P(E°|K) [ P(E|K¢)  P(K¢|E)/ P(K(E)’

Da im Allgemeinen sehr seltene Krankheiten betrachtet werden, kann man P(K¢|E) ~ 1
und P(K°/E€) ~ 1 annehmen. In diesem Fall vereinfacht sich das Krankheits-Odds-Ratio
zum relativen Risiko P(K|E)/P(K|E°).
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Bevor nun ein Beispiel zum Satz von Bayes folgt, sei noch einiges angemerkt.

Bemerkung (Rechenregeln): Bedingte Wahrscheinlichkeiten P(A|B) verhalten sich (fiir
P(B) > 0) wie gewohnliche Wahrscheinlichkeiten. Dies folgt, wie man leicht sieht, aus der
Definition von bedingter Wahrscheinlichkeit, P(A|B) = P(A N B)/P(B). Zum Beispiel
kann man die Siebformel wie folgt verallgemeinern:

P(AUB|C) = P(A|C) + P(B|C) — P(AN B|C) fiir P(C) > 0.

Andere Formeln und Rechenregeln gelten analog. Man "schleppt” das bedingende Ereignis
und dessen Wahrscheinlichkeit einfach mit. Fiir weitere Umformungen bieten sich vor allem
der Satz der totalen Wahrscheinlichkeit (Lemma 1.4.4) sowie die Definition der bedingten
Wahrscheinlichkeit (Definition 1.4.1) an.

Im Weiteren gilt folgende Schreibweise: P(A|B, C) := P(A|BNC).
Durch Anwendung der Rechenregeln lisst sich der Satz von Bayes noch in folgender Vari-
ante darstellen:

Satz 1.4.10 (Satz von Bayes bei zwei bedingten Ereignissen). Unter der Voraussetzung,
dass die beteiligten Wahrscheinlichkeiten definiert sind, gilt:

P(A|B,C)  P(A|C) P(B|A,C)

P(A¢[B,C) ~ P(A°|C) P(BJA,C) (5)

oder auch
P(A|B,C) P(A|B) P(C|A,B)

P(A°[B,C) ~ P(A°[B) P(C|A%,B)’ (6)

Beweis. Die Giiltigkeit von (5) folgt direkt, indem alle in Satz 1.4.8 auftauchenden Wahr-
scheinlichkeiten noch zusétzlich bzgl. C' bedingt werden. Variante (6) ist zu (5) dquiva-
lent. O

Beispiel 1.4.11 (O.J. SIMPSON Prozess). Der Amerikaner O.J. Simpson, berithmter Foot-
ballspieler und spéter auch Schauspieler, wurde 1994 wegen Mordes an seiner Ex-Frau und
deren Liebhaber angeklagt. Im Prozess wurde Simpson vorgeworfen, seine Frau frither
geschlagen und vergewaltigt zu haben. Simpsons Verteidiger, Alan Dershowitz, wies diese
Vorwiirfe als irrelevant zuriick, da nur jeder 1000. Mann, der seine Frau schligt, sie schliek-
lich auch umbringen wiirde. Der emeritierte Statistikprofessor I.J. Good hielt dagegen, dass
es hier nicht um die Wahrscheinlichkeit gehe, dass ein Mann seine Frau umbringe, wenn
er sie zuvor geschlagen habe. Gesucht sei vielmehr die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mann
seine Frau umgebracht hat, wenn er sie zuvor geschlagen hat und wenn diese Frau dann
tatséchlich von jemandem umgebracht worden ist. Auf der Grundlage eigener Schitzungen
und von der Verteidigung gelieferter Zahlen berechnete Good diese Wahrscheinlichkeit als
keineswegs verschwindend gering. Er schickte seinen Artikel sowohl an die Zeitschrift Na-
ture als auch Simpsons Verteidigung und die Polizei von Los Angeles. Es ist jedoch davon
auszugehen, dass nicht alle Empfiinger die wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen
gleichermafen verstanden haben.

Simpson wurde im Strafprozess von den Geschworenen freigesprochen, von einem Zivilge-
richt jedoch zu Schadensersatzzahlungen an die Hinterbliebenen der Opfer verurteilt.
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Im Folgenden wollen wir uns mit den Berechnungen eines Artikels von J.F. Merz und
J.P. Caulkins® und denen von Good* befassen. Dazu werden drei Ereignisse definiert:

A 7Mann hat seine Frau geschlagen”  |Abuse|
M : 7Frau wurde umgebracht” [Murder|
G : "Mann hat seine Frau umgebracht” [Guilty]
Folgende bedingte Wahrscheinlichkeiten werden von Merz & Caulkins verwendet:
1430
P(GIM) = — =02
(GIM) 4936 0-29

= P(G°|M) = 0.71

P(A|G, M) = 05

P(A|GS, M) = 0.05.

Diese Wahrscheinlichkeiten basieren auf folgenden empirischen Zahlen: Von den 4936 Frau-
en, die 1992 ermordet wurden, wurden 1430 von Thren Eheminnern ermordert, daher
P(G|M) = 0.29. In einem Zeitungsartikel zitieren Sie Dershowitz wie folgt: “It is, of course,
true that, among the small number of men who do kill their present or former mates, a
considerable number did first assault them.” Merz & Caulkins interpretieren “a conside-
rable number” als 50%, so dass P(A|G, M) = 0.5 folgt. Schlieflich nehmen Sie an, dass
P(A|G¢, M) gleich der Wahrscheinlichkeit ist, dass eine zufillige ausgewihlte Frau geschla-
gen wird. Empirische Daten schétzen den Anteil von Frauen, die geschlagen werden, auf
5%, also P(A|G¢, M) = 0.05.
Unter Anwendung von Satz 1.4.10 ergibt sich

P(GIA, M)  P(GIM) P(A|G, M)
P(G|A, M) —  P(G°|M) P(A|Ge, M)
029 05
~ 071 0.05

= 4.08.

Somit folgt mit (2) P(G|A, M) = 4.08/(1 + 4.08) ~ 0.8. Das heifst mit einer Wahrschein-
lichkeit von 0.8 hat ein Mann seine Frau umgebracht, wenn er sie zuvor geschlagen hat
und wenn diese Frau dann tatséchlich von jemandem umgebracht worden ist.
Uberraschend ist das Ergebnis, wenn man die Methode von Good verwendet, die ebenfalls
auf Satz 1.4.10 beruht: Er verwendet

P(G|A, M) _ P(G|A) P(M|G, A) (7)

P(G¢|A, M)  P(G¢A) P(M|Ge, A)
und schétzt P(G|A) = 1/10000. Hintergrund dieser Schétzung ist die Aussage von Ders-
howitz, dass nur jeder 1000. Mann, der seine Frau schligt, sie schliefslich auch umbringen
wiirde. Good nimmt also an, dass das (mindestens) mit Wahrscheinlichkeit 1/10 in dem
fraglichen Jahr passieren wird. Da P(M|G, A) = 1, bleibt nur noch P(M|G¢, A) zu quan-
tifizieren. Offensichtlich gilt P(M|G¢, A) = P(M|G®) ~ P(M). Da es jéhrlich in den
Vereinigten Staaten ca. 25,000 Morde gibt, folgt bei 250,000,000 Einwohnern, dass

25000 1

250000000 10000

8J.F. Merz and J.P. Caulkins (1995): "Propensity to abuse—porpensity to murder?”, Chance, 8(2), 14.
“1.J. Good (1995): "When batterer turns murderer”, Nature, 375(6532), 541.

P(M|G°, A) =

13



Setzt man diese Zahlen in (7) ein, so erhélt man

PGIAM) w1
P(GC|A’ M) 190909090 10(1]00

Da P(G|A, M)+ P(G°|A, M) = 1, erhilt man P(G|A, M) =0.5.

1.5 Unabhingigkeit
Idee: Gilt P(A|B) = P(A), so nennt man A und B unabhéngig.

Beachte: Fiir P(A) > 0 und P(B) > 0 gilt im Falle von Unabhéngigkeit:
P(A|B) = P(A) < P(B|A) = P(B).
Denn:
P(A) = P(A|B)=P(ANB)/P(B)
< P(B) = P(ANB)/P(A) = P(BJA).
In folgender Definition kann man die Bedingung P(A) > 0 bzw. P(B) > 0 sogar weglassen.

Definition 1.5.1 (Unabhingigkeit von Ereignissen). Zwei Ereignisse A und B heiken
(stochastisch) unabhingig, wenn

P(AnB)=P(A)-P(B)
gilt.
Bemerkung: Wenn A und B unabhingig, dann auch

A und B¢
A¢ und B,
A¢ und B¢

In Worten: Wenn zwei Ereignisse voneinander unabhéngig sind, sind sie auch jeweils von
den Komplementen des anderen Ereignisses unabhéingig.
Verallgemeinert gilt folgende Definition:

Definition 1.5.2 (Unabhéngigkeit einer Familie). Man nennt eine Familie {A; : i € I}
von Ereignissen (stochastisch) unabhdngig, falls

P((N4) =TI P4
ied icJ
fiir alle endlichen Teilmengen J C I gilt.
Bemerkung: Falls fiir eine Familie {4, : i € I}
P(A; N A;) = P(A;) - P(4;)
fiir alle ¢ # j gilt, so nennt man diese paarweise unabhdngig. Daraus folgt nicht notwendi-

gerweise die Unabhéngigkeit der Familie.
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Beispiel 1.5.3. Sei Q = {abc, acd, cab, cba, bea, bac, aaa, bbb, ccc} mit P(w;) = 1/9
fir i = 1, ..., 9. Sei Ay das Ereignis "k-ter Buchstabe ist ein a” (k = 1,2, 3). Dann ist

Ay = {abe, ach, aaa}
Ay = {cab, bac, aaa}
As = {cba, bea, aaa}
und P(Ag) = 1/3 fiir k =1,2,3. Es gilt
A1 NAy=A1NA3z = AN A3 = {aaa}

und daher {11
Das heifst, die Ereignisse sind paarweise unabhéngig. Aber:

1, /1\?
P(Al N As ﬂAg) = P({aaa}) = § =+ <3> = P(Al) . P(AQ) . P(Ag)

Das heift, die Ereignisse sind nicht unabhingig. Oder genauer: Die Familie der Ereignisse
ist nicht unabhéngig.

Der Sachverhalt, dass aus paarweiser Unabhéngigkeit nicht die Unabhéngigkeit von Fami-
lien von Ereignissen folgt, sei hier nochmals betont!

Definition 1.5.4  (Bedingte Unabhéngigkeit). Sei C ein  Ereignis mit
P(C) > 0. Man nennt die Ereignisse A und B bedingt unabhdngig gegeben C falls

P(ANB|C) = P(A|C) - P(B|C).
Eine analoge Definition gilt fiir Familien {4; : i € I} von Ereignissen.

Beachte: Aus der Unabhingigkeit folgt im Allgemeinen nicht die bedingte Unabhéngig-
keit, genauso folgt aus der bedingten Unabhingigkeit im Allgemeinen nicht die Unabhén-
gigkeit.

1.6 Vollstandigkeit und Produktriume

Lemma 1.6.1. Seien F und G zwei o-Algebren dber Q). Dann ist auch FNG eine o-Algebra
iber €.
Allgemeiner: Ist {F; : i € I} eine Familie von o-Algebren tiber Q, dann ist auch

G:= ﬂfi
i€l
eine o-Algebra iber Q.

Beweis. Siehe Ubungsblatt 3. O

Bemerkung: FUG ist im Allgemeinen keine o-Algebra. Man kann F UG jedoch erweitern
zu o(FUG), der von FUG erzeugten o-Algebra. Diese ist die kleinste o-Algebra, die FUG
erfasst, und sie ist eindeutig.

Konstruktion: Betrachte {H; : ¢ € I'}, die Familie aller o-Algebren, die sowohl F als auch G
beinhalten. Diese Familie ist nicht leer, da auf jeden Fall die Potenzmenge P(2) von 2
darin enthalten sein muss. Dann ist H = [);c; H; die eindeutige kleinste o-Algebra, die
F UG enthilt. F UG heifst dann auch Erzeugendensystem von o(F UG).
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1.6.1 Vollstindigkeit

Definition 1.6.2 (Vollstandigkeit). Ein Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F, P) heillt vollstin-
dig, falls alle Teilmengen von Nullereignissen wieder Ereignisse sind.

Bemerkung: Man kann jeden unvollstindigen Wahrscheinlichkeitsraum wie folgt ver-
vollstandigen: Sei N die Menge aller Teilmengen von Nullereignissen in F. Dann ist
G = o(FUWN) wieder eine o-Algebra iiber Q. Das Wahrscheinlichkeitsmaf P kann in
naheliegender Weise von F auf G verallgemeinert werden. (€2, G, P) ist dann vollstandig.

1.6.2 Produktriume

Betrachte zwei Wahrscheinlichkeitsriume (Qq, Fi, P1) und (Qq, F2, P). Wie kann man
diese kombinieren?

1. Q1 x Qy = {(wl, wg) cwyp € Q1 und woy € QQ}

2. Problem: F; x Fo» = {A; x Ag : A1 € F1 und Ay € Fa} ist nicht notwendigerweise
wieder eine o-Algebra.
Losung: Verwende G = o(F; X Fa).

3. Definiere Pio : F1 X Fg — [0, 1] via P12(A1 X AQ) = Pl(Al) PQ(AQ) fur alle A1 € F
und Ao € Fy. Py lasst sich auf G erweitern.

Man nennt (1 xQ9, G, P12) den Produktraum von (21, F1, Py) und (Q2, Fa, Pa2). P12 heifst
Produktmafs.

Bemerkungen:

1. Pj2 nimmt an, dass die den beiden Wahrscheinlichkeitsrdumen zugrundeliegenden
Zufallsexperimente unabhéngig sind. Auch andere Wahrscheinlichkeitsmafe kénnen
auf (Q; x g, G) konstruiert werden.

2. Fiir Q1 und Q9 endlich ist diese technische Diskussion unnétig.

1.7 Ausfiihrliche Beispiele

Beispiel 1.7.1 (Random Walk). Ein Jaguar-Handler und ein Kunde machen folgendes
Spiel, da der Kunde nicht die erforderlichen N Euro fiir sein Traumauto dabei hat: Sie
werfen ein faire Miinze. Bei Kopf (K) kriegt der Kunde einen Euro vom Héndler, bei
Zahl (Z) muss der Kunde dem Héndler einen Euro geben. Ausgehend von einem Anfangs-
vermogen von k [Euro] stellt sich folgende Frage: Wie groft ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass der Kunde ohne Geld und Auto (also bankrott) das Autohaus verlasst?

A 7Mann ist letztendlich bankrott”,
B : 7Zerster Wurf zeigt K7 = ”"Mann gewinnt einen Euro im ersten Spiel”.

Schreibe nun P("bankrott”) = Pj("bankrott”) explizit als Funktion des Anfangsvermo-
gens k:

PUA) = PAIB)- P(B) + Pu(AIB) - P(B°)
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Mit Pr = Pk(A) fOlth
pr = 0.5(pgp+1 +pr—1) V0O <k <N.

Definiert man unter den Nebenbedingungen pg = 1 und py = 0 nun by = pr — Pr_1
(0 < k < N), so folgt by, = br_1 und damit by = by fiir alle 0 < k < N. Daraus ergibt sich
folgende Rekursion:

Pk = bp+pr—1
= 2b1 + pr—2

kb1 + po
= kb +1.

Aus py = 0 folgt schlieklich by = —1/N und damit pp =1 —k/N fir k=1,..., N.
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2 Zufallsvariablen und deren Verteilungen

2.1 Zufallsvariablen

Zufallsvariablen sind Funktionen von € in die reellen Zahlen R.

Beispiel 2.1.1 (Zweimaliger Miinzwurf). Q ={ZZ, KK, KZ, ZK}. Sei X (w) die Anzahl
an K's:
X(KK)=2, X(KZ)=XZK)=1, X(ZZ)=0.

Die wichtigste Grofe zur Beschreibung von Zufallsvariablen ist die Verteilungsfunktion F(x),
die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X nicht grofer als x ist. Genauer: Sei
(Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann ist F(z) = P(A(z)), wobei A(x) C
mit A(z) = {w € QX (w) < z}. Damit diese Aussage Sinn hat, muss zusitzlich gelten:
A(z) € F fiir alle z € R.

Definition 2.1.2 (Zufallsvariable). Eine Zufallsvariable ist eine Funktion X : Q — R mit
der Eigenschaft, dass {w € QX (w) < z} € F fiir alle z € R. Eine solche Funktion nennt
man F-messbar.

Notation: X, Y, Z etc. sind Zufallsvariablen, x, y, z deren (reelle) Realisationen.

Definition 2.1.3 (Verteilungsfunktion). Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X
ist die Funktion F': R — [0, 1] mit F(z) = P(X < x).

Bemerkungen:
1. Folgende Abkiirzungen werden hiufig verwendet:
{weX(w) <z} ={wX(w) <z}={X <z}
Beachte: Der erste Ausdruck ist ein Ereignis, also € F, da X eine Zufallsvariable ist.

2. Will man betonen, dass F'(z) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X ist, so
schreibt man explizit

Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 2.1.1): Hier ergibt sich bei fairer Miinze, die zweimal
unabhéngig voneinander geworfen wird, folgende Verteilungsfunktion:

0 firz<O,

l .. <
Fy(x) = 1 fir0<z <1,

3 firl<z<2,

1 fir2<uz.

Lemma 2.1.4. Eine Verteilungsfunktion F' hat folgende Figenschaften:
(a) Normiertheit: lim,_,_o F(z) = 0 und lim,_, ;o F(x) = 1.
(b) Monotonie: Fir x <y ist F(z) < F(y).

(¢) Rechtsstetigkeit: limy o F'(x + h) = F(x) fir alle z € R.
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Beweis zu Teil (a). Sei By, = {w € QX (w) < —n} ={X < —n} firn =1,2,.... Es gilt:

o0
Blnggn.mn(]anw
n=1

Mit der Stetigkeit von P folgt
P(B,) — P(0) =0 fiir n — oco.
Der zweite Teil der Aussage ldsst sich analog beweisen. O

Beispiel 2.1.5. X (w) = ¢ € R fiir alle w € Q ist eine konstante (deterministische) Zufalls-

variable mit
Pla) = 0 fiirz <c,
1 fire<uz.
Allgemein nennt man X fast sicher konstant (Schreibweise: f.s. const.), falls es ein ¢ € R
gibt mit P(X =¢) = 1.

Beispiel 2.1.6 (Bernoullivariable). Wir betrachten einen Miinzwurf mit P(K) = 7 (ver-
gleiche hierzu Beispiel 1.3.2). Definiere

X(K) = 1,
X(Z) = o.

Hierbei handelt es sich um eine Bernoullivariable. Sie ist die einfachste nicht-triviale Zu-
fallsvariable und hat die Verteilungsfunktion

0 flir < 0,
Flz)=<1—-7 fir0<xz<l,
1 firl <.

Man sagt auch, X ist Bernoulliverteilt mit Parameter 7 € [0, 1]. Abkiirzung: X ~ B(m).

Beispiel 2.1.7 (Indikatorfunktion). Zu einem Ereignis A € F wird die Indikatorfunktion
I4:9Q — R von A definiert durch

() 1 fallsw € A,
w o
4 0 falls w ¢ A baw. w € A°,

1,4 ist also Bernoulliverteilt mit Parameter m = P(A).

Niitzlich ist folgende Identitdt: Sei { B;|i € I} eine Familie von disjunkten Ereignissen mit
A C U, Bi- Dann gilt:
In=> Ians

iel

el

Bemerkung: | J,; B; muss nicht notwendigerweise gleich  sein.

el

Lemma 2.1.8. Sei F(x) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X. Dann gilt:
(a) P(X >xz)=1- F(x).
(b)) Plx <X <y)=F(y) — F(z).
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2.2 Das Gesetz vom Durchschnitt (The Law of Averages)

Der nun folgende Abschnitt wird hdufig auch mit Gesetz der grofien Zahlen (engl. Law of
Large Numbers) iiberschrieben. Vergleiche hierzu Kapitel 1.1.

Betrachte eine Folge Aj, Ag, ..., A, von unabhingigen Ereignissen mit P(A4;) = p fiir 0 <
p < 1. Betrachte nun die Summe S, der Indikatorfunktionen I4,,I4,,...,14,,
Sp = Y1 1a,. Sy ist als Summe von Zufallsvariablen wieder eine Zufallsvariable, und
es gilt folgender Satz:

Satz 2.2.1. Die Zufallsvariable S, /n konvergiert gegen p in dem Sinne, dass fir beliebi-
ges € > 0 gili:

1
Plp—e<—=S,<p+e) —1 firn— occ.
n
Beweis. Siehe Literatur. O

Die axiomatisch eingefilhrte Wahrscheinlichkeitstheorie steht also im Einklang mit der
frequentistischen Interpretation von Wahrscheinlichkeiten (vgl. Kapitel 1.1).

2.3 Diskrete und stetige Zufallsvariablen

Definition 2.3.1 (diskrete Zufallsvariable). Eine Zufallsvariable heifst diskret, falls sie nur
Werte in einer maximal abzahlbaren Teilmenge {x1, z2, ...} von R annimmt. Die diskre-
te Zufallsvariable X besitzt die Wahrscheinlichkeitsfunktion (auch Dichtefunktion, engl.
probability function, mass function, density function)

f:R—[0,1] mit f(z) = P(X = x).

Man nennt 7x = {z|f(x) > 0} den Trager der Zufallsvariablen X.
Diskrete Zufallsvariablen besitzen also maximal abzdhlbaren Tréger.
Beachte: Die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable ist immer stiickweise kon-
stant mit Sprungstellen an allen Elementen ihres Tragers.
Definition 2.3.2 (stetige Zufallsvariable). Eine Zufallsvariable X heift stetig, wenn ihre
Verteilungsfunktion F' in der Form

x

F(x) = / f(t)dt fiir alle x € R

—0oQ
geschrieben werden kann, wobei

f:R—[0,00)

integrierbar sein muss. f(x) heikt Dichte(funktion) von X. Auch hier nennt man 7y =
{z|f(z) > 0} den Trdger von X.

Beachte: Man verwendet also sowohl fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten
Zufallsvariablen als auch fiir die Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariablen das gleiche
Symbol f(x). Diese haben aber unterschiedliche Eigenschaften, insbesondere gilt zwar in
beiden Fillen

f(z) >0 firalle z € R,

20



bei der diskreten Zufallsvariable muss aber zusatzlich noch
f(x) <1 firallexeR

gelten.
Beispiel 2.3.3 (fiir eine diskrete Zufallsvariable). Vergleiche hierzu Beispiel 2.1.1.

Beispiel 2.3.4 (fiir eine stetige Zufallsvariable). Ein gerader Stab wird zufillig auf eine
Ebene geworfen. Gemessen wird der Winkel w zwischen der Léngsachse des Stabes und
einer Referenzrichtung (z.B. Norden). Als Ergebnis scheint w € [0,27) =: Q sinnvoll,
ebenso das Wahrscheinlichkeitsmaf P((a,b)) = (b —a)/2m.

Die Frage nach der o-Algebra F wird spéter behandelt. Alle angenehmen” Teilmengen
von (2 sind darin enthalten, insbesondere alle offenen Intervalle (a,b) mit 0 < a < b < 27.
Definiere nun die beiden Zufallsvariablen

= w
Y(w) = w?=[X(w)]? oder kurz: Y = X2,

Wie lauten die zugehdrigen Verteilungsfunktionen?

Fx(z) = P({weQX(w) <z}
= PH{weQ0<X(w) <))
= P{weQo<w<a})
- Y firo<z<om

Insgesamt:
fiir z <0,

0
Fx(z) =4 5 fiir 0 <z <27,
1 fir 27 < z.

Analog:

Fy(y) = PHweQY(w) <y}
{we Q<Y (w) <y})
{we Qo <w® <y}
({we o <w<yy})
(X < V)

x (V)

YW o<y <an?
2w

(Il I
S IR

Insgesamt:

fiir y < 0,

fiir 0 <y < 42,
fiir 472 < 9.

ks
S

Il
S <

—_
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Nach Definition 2.3.2 folgt mit Differentiation:

1 .
= fir0<u<2nr
m — 271 — — )
fx(w) {O sonst,
1 .. 2
fir0 < v <A4r
fY U _ udm — ’
(W) 0 sonst.

Beispiel 2.3.5 (fiir eine gemischt diskret-stetige Zufallsvariable). Es wird eine Miinze
geworfen. Beim Ergebnis Kopf (Wahrscheinlichkeit p) wird zusétzlich ein Stab wie in Bei-
spiel 2.3.4 geworfen und der Winkel z gemessen. Es ist

Q={Z}U{(K, x)|0 <z <27}
Betrachte nun die Zufallsvariable X : Q — R mit

X(Z) = -1,
X((K, ) = =

Man sagt: "Die Zufallsvariable ist stetig mit Ausnahme eines Punktmafies im Punkte
x=-1"

2.4 Zufallsvektoren
Xy R
(Q,F,P)

X\
R

Frage: Wie stehen die Zufallsvariablen X7 und X5 zueinander in Beziehung?

Definition 2.4.1. Ein Zufallsvektor X = (X1, Xo, ..., X,,)T ist eine Abbildung von Q
in R™, wobei jede Komponente X; von X eine Zufallsvariable ist und X wieder F-messbar
sein soll.

Definition 2.4.2. Die gemeinsame Verteilungsfunktion Fx eines Zufallsvektors
X = (X1, X2, ..., X,)T ist die Funktion Fx : R” — [0, 1] mit

Fx(x) = P(X<x)
= P(X1 <, Xo <, .., Xpy < 2p)
= P({w € Q| X1(w) <z, Xo(w) < g, ..., Xp(w) < xn}),

wobei x = (x1, 2, ..., T,,) eine Realisierung von X ist. Es sei darauf hingewiesen, dass
{w S Q|X1(w) <z, Xg(w) <z, ..., Xn(w) < :L’n} eF

ist, da X F-messbar.
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Lemma 2.4.3. Die gemeinsame Verteilungsfunktion Fxy (x,y) eines bivariaten Zufalls-
vektors (X, Y') hat folgende Eigenschaften:

(a) Positivitat und Normiertheit:

Positivitit:  limg 4o Fx,y(z,y) = 0,
Normiertheit: limg y—yoo Fx v(z,y) = 1

(b) Monotonie: Fiir (z1, y1) < (z2, y2), d-h. 1 < x9 und y1 < ya, gilt:
Fx y(z1, y1) < Fx,y(22, y2).
(c) Stetigkeit von oben: F ist stetig von oben (engl.: "continuous from above”), das heifst

lim Fx y(x+u, y+v)— Fxy(z, ).

u,v |0
(d) Randverteilungen.:
lim Fyy(z,y) = Fx(z),
Y—00
lim Fx y(z,y) = Fy(y).
Tr—00

Man mnennt Fyx(xr) und Fy(y) die Rand- oder Marginalverteilungen  des
Zufallsvektors (X, Y'). Diese sind nach Teil (d) von Lemma 2.4.3 aus Fx, y(x, y) bestimm-
bar. Jedoch kann man im Allgemeinen nicht Fx y(z, y) aus Fx(z) und Fy (y) berechnen.

Bemerkung: Ahnliche Resultate wie die von Lemma 2.4.3 gelten auch fiir n-dimensionale
Zufallsvektoren.

Definition 2.4.4. Die Zufallsvariablen X und Y, definiert auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (£, F, P), heifen (gemeinsam) diskret, falls der Vektor (X, Y) nur maximal abzahl-
bar viele Werte annehmen kann. Die (gemeinsame) Wahrscheinlichkeitsfunktion von (X, Y)

ist dann definiert durch
flz,y)=P(X =1z,Y =y).

Beispiel 2.4.5. Ein Lehrer bittet seine Schiiler, eine faire Miinze zweimal zu werfen und
das Ergebins zu notieren. Ein strebsamer Schiiler macht das tatséchlich, ein fauler wirft
nur einmal und notiert das eine Ergebnis zweimal.

‘ 1. Wurf 2. Wurf
Strebsamer Schiiler Xg Y
Fauler Schiiler Xr Yr

Mit Definition 2.4.4 ergibt sich folglich:

’ Strebsamer Schiiler ‘ ’ Fauler Schiiler
flr,y) | Ye=0]|Ys=1 flx,y) | Yp=0|Yr=1
Xs=0] 7 i Xp=0] 3 0
Xg=1| 3 I Xp=1 0 3
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Obwohl Xg, Ys, Xp, Yr Zufallsvariablen mit identischen Wahrscheinlichkeitsfunktionen
sind, sind die Verteilungsfunktionen der Zufallsvektoren (Xg, Ys) und (Xp, Yr) unter-
schiedlich. Zum Beispiel gilt:

PXp=Yr=1) =

DO = | =

Beispiel 2.4.6 (n-maliger Wurf einer 3-seitigen Miinze). Die drei Ereignisse "Kopt”, "Zahl”
und "Rand” treten jeweils mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf:

Ereignis | Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
K: Kopf P(K) =3
Z: Zahl P(Z) =%
R: Rand P(R) =1

Seien K,,, Z,, R, die Anzahlen der entsprechenden Ergebnisse (Kopf, Zahl, Rand) bei
n unabhéngigen Wiirfen dieser Miinze. Dann ist (K, Z,, R,) ein diskreter Zufallsvektor
mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

n! 1\"
P(Kn:k,Zn:Z,Rn:T):k'z‘r'(3> y (8)

wobei k, z, 7 € {0, 1, ..., n} und k + z + r = n gelten muss.

Beachte: K,,, Z, und R, sind (stochastisch) abhingig! Die Wahrscheinlichkeitsfunkti-
on (8) ist ein Spezialfall der Trinomialverteilung (11), da P(K) = P(Z) = P(R) = %. Die
Trinomialverteilung ist wiederum ein Spezialfall der Multinomialverteilung (12). Alle sind
Verallgemeinerungen der Binomialverteilung (9) bzw. (10).

Binomialverteilung (mit Parametern n und 7): Fiir alle z € {0,1,...,n} gilt:

P(X =1) = <”> (1 — )" (9)

X

Fiir andere z ist P(X = z) = 0.

Die folgende Aussage ist zur vorherigen dquivalent, jedoch zur Veranschaulichung der
Verwandtschaft mit den folgenden Wahrscheinlichkeitsfunktionen dienlich:

Fiir alle x = (z1,22) € N% mit der Eigenschaft x1 + xz9 = n gilt:

P(X=x)= 'y mit m +my =1, my,m > 0. (10)

Fiir andere x ist P(X = x) = 0.
Trinomialverteilung (mit Parametern n und my, mo, w3): Fiir alle x = (21, 22, 23) € Ng mit
der Figenschaft z; + 22 + 23 = n gilt:

n!

PX=x)= 'p”flp?p? mit m + 7w +m3 =1, m,...,m3 > 0. (11)

z1!2z9! 23!

Fiir andere x ist P(X = x) = 0.
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Multinomialverteilung (mit Parametern n und mi,...,mp): Fiir alle x = (x1,...,2p)
mit z; € {0,1,...,n} und >0 | z; = n gilt:

n' .
P(X=x)=— wal mit 7 +...+7mp =1, m,...,m > 0. (12)
[T 2! =1
=1

Fiir andere x ist P(X = x) = 0.

Definition 2.4.7. Die Zufallsvariablen X und Y nennt man (gemeinsam) stetig, falls
deren (gemeinsame) Verteilungsfunktion geschrieben werden kann als

y T
Fy y(z, y) = / / fx v (u, v)dudv

fiir alle z, y € R, wobei fxy : R? — [0,00) integrierbar sein muss und (gemeinsame)
Dichtefunktion von (X, Y') heift.

Beispiel 2.4.8 (Wurf eines Dartpfeils auf eine Scheibe). Man wirft einen Dartpfeil auf
eine Scheibe mit dem Radius p. Es wird angenommen, dass die Wahrscheinlichkeit, eine
beliebige Region auf der Scheibe zu treffen, proportional zu ihrer Flache ist. Weiterhin wird
die Scheibe immer getroffen. Sei R der Abstand vom MIttelpunkt und © der Winkel bzgl.
einer Referenzrichtung (z.B. "oben”). Man kann zeigen, dass dann gilt:

P(R<7’)—ﬁ und P(@<9)—i
= p2 - or
fiir 0 <r <pund 0 <0 <27, und ferner
r20
P(RST,@S@):P(RST)‘P(@SQ):p2‘2ﬂ_.

Es folgt daher durch Differentiation, dass die gemeinsame Dichtefunktion von R und ©
gleich

Ly fiir0<r<pund0<0<2m,

fR,@(r7 9) = TP

0 sonst

1st.

2.5 Monte Carlo Simulation

Einfachstes Beispiel: Wiederholter Wurf einer Miinze, um die Wahrscheinlichkeit fiir
Kopf bzw. Zahl empirisch zu bestimmen.

Beispiel 2.5.1 (Buffon’s Nadel). Eine Nadel der Linge 1 wird auf eine Ebene mit paral-
lelen Geraden im Abstand 1 geworfen. Man kann zeigen:

2
P("Nadel kreuzt eine Linie”) = —
m

fiir m = 3.1415926.... Folglich ist
2

Relative Haufigkeit des Ereignisses
"Nadel kreuzt Linie” bei n Versuchen

T =

ein Monte-Carlo-Schétzer fir .
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Beispiel 2.5.2 (Monte Carlo Integration). Dieses Verfahren stellt haufig bei hoher-dimen-
sionalen Integrationsberechnungen die beste Methode zur approximativen Bestimmung des
Integrals von analytisch sehr schwer zu integrierenden Funktionen dar.

Sei g : [0,1] — [0, 1] stetig, aber analytisch "schwer” zu integrieren. Die Aufgabe lautet:
Berechne fol g(u) du. Hierzu bietet sich die Hit or Miss-Technik an: Der Computer kann
leicht gleichverteilte (Pseudo-)Zufallszahlen (X,Y") in einem Einheitsquadrat erzeugen, d.h.
P((x, y) € A) = |A| fiir alle A C [0, 1)%. Fiir jede Zufallszahl/Realisation (z, y) kann leicht
iberpriift werden, ob y < g(x) ist. Die relative Haufigkeit des Ereignisses A = {y < g(x)}
konvergiert fiir unendlich viele Realisationen gegen |A|, also gegen fol g(u) du.

Beispiel 2.5.3. Berechne fiir g(z) = arctan(z) das Integral auf dem Einheitsintervall [0, 1].
Monte Carlo Integration mit n Zufallszahlen liefert (zum Beispiel)

n | Monte Carlo Integration

10 0.6
100 0.54
1000 0.439

10000 0.4355
100000 0.44065
1000000 0.439235

Die analytische Losung lautet

1 1 1
/ arctan(z)dr = |zarctan(x) — 3 In(1 + 2%
0 0
m 1
T (2
7~ 5 )
0.4388246.

Bemerkung: Auch der Fehler der Schétzung kann berechnet werden.
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3 Diskrete Zufallsvariablen

3.1 Wahrscheinlichkeitsfunktion

Zu Beginn seien zwei Aussagen wiederholt:

1. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten Zufallsvariable X ist die Funktion
f:R —[0,1] mit f(x) = P(X = z) (vgl. Definition 2.3.1).

2. Der Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungsfunktion
stellt sich im diskreten Fall wie folgt dar:

F@) = 3 flw).

iz <z

fe) = F()=limF(y).

Lemma 3.1.1. Die diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion f erfillt folgende Eigenschaften:

(a) Der Triger Tx = {x|f(x) > 0} ist abzdihlbar.
(b) ine’fx flx;) =1

Beispiel 3.1.2 (Binomialverteilung). Eine Miinze werde n-mal geworfen. Die Erfolgswahr-
scheinlichkeit (etwa die Wahrscheinlichkeit fiir das Ergebnis "Kopf”) sei 7 € [0, 1]. Definiere
die Zufallsvariable X := "Anzahl der Wiirfe mit dem Ergebnis Kopf”. Der Triager von X
ist 7 =40, 1, 2, ..., n}, und

fz) = {(Z)Wx(l —m)" 7 fiirz=0,...,n,

0 sonst.
Man schreibt X ~ Bin(n, m) oder auch X ~ B(n, 7).
Bemerkung: X ist die Summe von n unabhingigen Bernoullivariablen Y; ~ B(w),

i=1,2, ..., n. Also:

n
Y; ~ B(m) unabhingig —- Z Y; ~ B(n, m).

7

Beispiel 3.1.3 (Poissonverteilung). Die Poissonverteilung kann als ein Zahlvorgang in-
nerhalb eines bestimmten Zeitraumes aufgefasst werden. Gezéhlt werden etwa gemelde-
te Schadensfille bei einer Versicherung innerhalb eines Jahres. Triger der Verteilung ist
7 ={0, 1, 2, ...} = Ny. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion lautet

f(z) = {ﬁexp(—)\) x € Np,

0 sonst,

wobei der Parameter A\ > 0 Rate (der Schadensfille 0.A.) heift. Man schreibt X ~ Po()\).
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3.2 Unabhingigkeit

Definition 3.2.1. Zwei diskrete Zufallsvariablen X und Y heiken unabhdngig, falls die
Ereignisse {X = 2z} = {w € Q|X(w) = 2z} und {Y = y} fir alle x € Rund y € R
unabhéngig sind. Kurz: Gilt

fxv(z,y) = fx(x) fy(y) fiiralex, yeR,

so sind X und Y unabhéngig. (Man kann sich hier auch auf z € 7x und y € 7y beschran-
ken.)

Beispiel 3.2.2. N-maliger unabhingiger Miinzwurf mit Wahrscheinlichkeit p fiir Kopf
und ¢ = 1 — p fiir Zahl. Betrachte:

X: Anzahl der Kopfwiirfe,
Y: Anzahl der Zahlwiirfe.

Wahlt man den Stichprobenumfang als N ~ Po(A), A > 0, so sind X und Y unabhéngig.
Denn:

Das Modell lautet:

N ~ Po(})
X|N ~ B(N,p)
YIN ~ B(N,g=1-p).

Dann:

PX=xz,Y=y) = PX=uzY=yN=x+y)
= PX=z,Y=yl[N=z+vy) - P(N=2x+y)
= PX=z|N=z+y)-P(N=xz+y)
x_|_y> _— A(@+y) o\
(z +y)!

Ferner gilt nach dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(X=z) = » P(X=a|N=n)-P(N=n)

n>x
n o\
— Z( >pacqn xi' A
X
n>x
— Z 1 pan TN A
zl(n —z)!
n>x
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x! —~ (n—x)!
)" - ()
N z! nz% n!
_ W) s
z!
_ Qo) -A(g-1)
N x!
— ()‘p)wef)\p
z!

Analog ergibt sich:

also X ~ Po(A\p) und Y ~ Po()\qg). Insgesamt:

()\p)z 6—)\p . ()‘Q)ye—)\q

x! y!
_ (Ap)me—)\p . ()‘Q)ye—/\(l—p)
x! y!
_ () (A)Y
= ———"e¢
xly!

= PX=uzY=y).
Damit ist die Bedingung fiir stochastische Unabhéngigkeit erfiillt.

Bemerkung: Ist der Stichprobenumfang N fest, sind X und Y natiirlich abhéngig. Zum
Beispiel fir N = 1:

PX=Y=1)=0#PX=1)-PY=1)=p-q.
Der folgende Satz hat grofse Bedeutung:

Satz 3.2.3. Seien X und Y unabhdngige Zufallsvariablen und g, h : R — R beliebige
Funktionen. Dann sind auch g(X) und h(X) unabhangig.

Bemerkung: Die Unabhingigkeit einer Familie von Zufallsvariablen {X;|i € I} definiert
man analog zu Definition 3.2.1. Auch bei Zufallsvariablen folgt aus paarweiser Unabhéngig-
keit im Allgemeinen nicht Unabhéngigkeit. Die Definition von bedingter Unabhéngigkeit
von Zufallsvariablen gegeben ein Ereignis C erfolgt ebenfalls analog zu Definition 3.2.1.

3.3 Erwartungswert

Definition 3.3.1. Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen X mit Wahrschein-
lichkeitsfunktion f(x) ist definiert als

E(X) =) af(x),

€T
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falls diese Summe absolut konvergent ist, d.h. falls

x€T
Bemerkungen:
1. Haufige Abkiirzung: EX = E(X).

2. Hiufige Schreibweise: > 7 xf(x) = > g xf(x). Hierbei ist zu beachten, dass es
sich bei der linken Seite um eine Summe iiber eine abzihlbare Menge handelt, wo-
hingegen rechts die Summe eigentlich {iber eine iiberabzéhlbare Menge geht, wobei
aber nur abzéhlbar viele Elemente ungleich null sind.

Beispiel 3.3.2. Es folgen zwei Beispiele fiir diskrete Zufallsvariablen ohne Erwartungs-
wert.

a) Sei f(z) = —— = fiir x = 2, 3, .... Dann ist f(z) wegen > .°°, f(z) = 1 fraglos eine
z(z—1) r=2
Wahrscheinlichkeitsfunktion. Aber es gilt:

o0 [e.9] [e.9]

BX) =Y afm) =) - =3 1=
r=1

r=2 =2

da die letzte Summe die harmonische Reihe ist, die bekanntermafien nicht konvergiert.

(b) Sei f(z) = A/2? fiir v = £1, 42, £3, ... die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Zufalls-
variable X, wobei A = [} 2]~ Die Reihe 22202 () ist nicht absolut konver-

gent, da
1
S lef@) =S Al = oo
#£0 z#0

Bei >, 0 |1| = 0o handelt es sich um das doppelte der harmonischen Reihe.

Es bleibt fest zu halten: Obwohl f(z) symmetrisch um 0 ist, ist E(X) # 0, da E(X)
nicht existiert. Generell gilt: Aus Symmetrie um ¢ folgt nicht automatisch E(X) = ¢!

Sei X nun eine diskrete Zufallsvariable X : @ — R und g : R — R eine reelle Funktion.
Wie laut der Erwartungswert von Y = g(X)?

Methode 1: Berechne zunichst fy (y) und dann

BY) = yiv ().

y€Ty

Methode 2: Nach folgendem Lemma 3.3.3:
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Lemma 3.3.3. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x)
und g: R — R, so ist

E(g(X) = > g(z)- f(a),

r€Tx

falls diese Summe absolut konvergent ist.

Beispiel 3.3.4. Eine Zufallsvariable X nehme die Werte —2, —1, 1 oder 3 mit den Wahr-

scheinlichkeiten %, %, i, % an. Berechne E(X?).

Methode 1: Y = X? hat die Ausprigungen 1, 4, 9 mit Wahrscheinlichkeiten %, L yund %.

1
Somit ergibt sich:
3 1 3 3
EY)=1--+44-- c— =4
¥) 8+ 4+9 8 4

Methode 2: E(Y) =E(X?) = (-2)2- ;1 +(-1)?2 £ +12- ;1 +3%. 3 =4

[SM]

Definition 3.3.5. Sei k eine positive ganze Zahl, so heifst
my, = B(X%)
das k-te Moment der Zufallsvariablen X und
o =E((X — ml)k)
das k-te zentrale Moment.

Besonders wichtig sind m; = E(X) und 0? = 09 = E((X — E(X))?) = Var(X), die
Varianz von X. Vo2 = o heikt Standardabweichung. Zentrale Momente lassen sich {iber
gewdhnliche Momente berechnen, zum Beispiel o9 = ma — m3.

Satz 3.3.6 (Verschiebungssatz). Sei X eine Zufallsvariable, fir die E(X) und E(X?)
existieren, dann gilt:

Var(X) = E(X?) — [E(X)]%
Beispiel 3.3.7. Ist X ~ B(w), so ist E(X) =7 und Var = 7(1 — ).
Beispiel 3.3.8. Ist X ~ Bin(n, ), so ist E(X) = nm und Var = n7(1 — ).

Satz 3.3.9. Der Erwartungwert ist ein linearer Operator auf dem Raum aller Zufallsva-
riablen:

(a) Falls X >0, so ist E(X) > 0.
(b) Fiira,beR ist E(aX +bY) =aE(X)+0E(Y).
(¢) Die konstante Variable X (w) =1 fiir alle w € Q hat Erwartungswert E(X) = 1.

Lemma 3.3.10. Sind X und Y unabhdngig, so gilt

E(X-Y) =E(X)-E(Y). (13)
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Beweis. Bei Unabhingigkeit von X und Y gilt:

B(X-Y) = > ayfxy(x,y)

T

- Z(xfx S )

T

- () (o)

= E(X)-E(Y).

Definition 3.3.11. X und Y heifen unkorreliert, wenn (13) gilt.

Bemerkung zu Lemma 3.3.10 und Definition 3.3.11: Aus Unabhingigkeit folgt Un-
korreliertheit. Der Umkehrschluss ist im Allgemeinen jedoch nicht moglich. Aus (13) kann
also nicht auf Unabhéngigkeit geschlossen werden.

Satz 3.3.12. Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y g¢ilt:

(a) Var(aX +b) = a® Var(X) fiir alle a,b € R.

(b) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y), falls X und Y unkorreliert sind.

Satz 3.3.13. Hat die diskrete Zufallsvariable X den Trager Tx C Ny, so gilt:

X):iP(XZk)(:iP(X>k: il—Fx )
k=0 k=0

k=1

Beweis.

o0

ZP (X>k) = i

k=1 k=1 t=k
) t
>

I
M8
X
>
I
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(*): Die Umnummerierung lésst sich graphisch wie folgt begriinden:

O]

Zusatz: Quantile werden im Allgemeinen wie folgt definiert: Sei X eine diskrete Zufalls-
variable mit Verteilungsfunktion F', und sei p € [0,1]. Dann heifit jeder Wert &), fiir den

F(z,) =P(X <Zp)>p und P(X>2,)>1—-p

gilt, p-Quantil der Zufallsvariable X.
Problem: Das p-Quantil ist im Allgemeinen nicht eindeutig. Daher gilt im Folgenden:

Definition 3.3.14. Das p-Quantil x, einer Zufallsvariablen X ist definiert als der kleinste
Wert z, fiir den F'(z) > p gilt, genauer:

zp = min{z € Tx |F(z) > p}.

(Das Minimum existiert, da F' stetig von rechts.) Man definiert die Quantilsfunktion
F~(p) =z, fiir p € [0,1].

Beispiel 3.3.15. Sei X ~ B(w). Dann

0 fiir x <0
Flz)=<1-7 firo<z<l1
1 fir x > 1.

Fiir die Quantilsfunktion ergibt sich

F(p) = 0 firo<p<l-—mn
PP= 1 firl—r<p<i

Es gilt folgender Satz:

Satz 3.3.16 (Inversionsverfahren). Falls U stetig gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1] ist,
d.h. U ~U(0,1), so hat F~(U) die Verteilungsfunktion F.
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Beweis. Fiir eine beliebige Verteilungsfunktion F' und ihre Quantilsfunktion £~ gilt:

1. F~(u) ist das kleinste y mit F'(y) > u, also insbesondere

F(F~(u)) > u. (14)
2. Da F rechtsstetig ist, gilt fir z > min(T)
min{y € Tx[F(y) > F(z)} = min{y € R[F(y) > F(z)}.
In der Menge {y € R|F(y) > F(x)} ist auch x enthalten, deshalb
F~(F(2)) = min{y € Tx|F(y) > F(2)} = min{y € RIF(y) > F(a)} <o (15)
Mit Hilfe dieser zwei Aussagen erhalten wir nun fiir > min(Ty)

F (u)<z <= u<F(), (16)

denn ("=")

VANVA

und (7<)

IAIA

= F~(u)

9 p(u)

IN
s

da sowohl F' als auch F'~ monoton wachsend ist. Aus (16) folgt schlieflich fiir x > min(Tx)
P(F~(U)<z)=PU < F(z)) = F(z).

Fiir # < min(Tx) gilt F(z) = 0 nach Definition des Tragers und P(F~(U) < z) = 0, da
F~(U) > min(7x) nach Definition von F'~.

Insgesamt erhalten wir P(F~(U) < x) = F(z) fiir alle z € R, d.h. F ist die Verteilungs-
funktion von F~(U). O

Im Beispiel Bernoulliverteilung (Bsp. 3.3.15) ergibt sich der folgende intuitiv einleuchtende
Algorithmus:

U~ U(0,1)

if U < (1—7) return(0)
else return(l).
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3.4 Beispiele fiir diskrete Zufallsvariablen

Beispiel 3.4.1 (Trinomialverteilung). Betrachte n unabhingige Versuche eines Experi-
ments mit drei moglichen Ausgingen mit den Wahrscheinlichkeiten 71, 73 und 73, wobei
71 4+ mo + m3 = 1. Dann heift der Zufallsvektor X = (X1, Xo, X3)T trinomialverteilt und
hat die Wahrscheinlichkeitsfunktion

|
n T, _To, X3

fX=x)=P(X| =x1, Xo =129, X3 =1a3) = 7wy Ty

l’llxg!:l}g!
fiir 1 + o2 + 23 = n, wobei 1, 29, £3 > 0. Man schreibt hierfiir X ~ M3(n, (1, 72, 73)7).

Eigenschaften: Jede Komponente von X ~ Mj(n, (71, m, 73)T) ist binomialverteilt:

Daher ergibt sich

N
~—
I

X ngq
E(Xg) = nr,

Der Erwartungswert eines Zufallsvektors ist der Vektor der Erwartungswerte der einzelnen
Komponenten, also

E(X1) p
EX)=| EX2) |=n| ¢
E(Xg) T

Beispiel 3.4.2 (Poissonverteilung, vgl. Beispiel 3.1.3). Fiir den Erwartungswert einer mit
Parameter A Poissonverteilten Zufallsvariable X gilt

E(X) = Z:C-gexp(—)\)
x=0
o )\l‘
= Z(x_l), p(—A)
rx=1

Il
>
SN N

8
=)=
—('D
o]
—~
>
N—

I
>
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Weiterhin

Il
8
5
|
—
=
[©]
»
S
|
=

I
>
VRS
WE
S
&3,
D
%
+
i ngE:
=%
%
\_/

= AN+
= A4

Mit dem Verschiebungssatz (Satz 3.3.6) folgt:

Var(X) = E(X?) - [E(X)]?
= MHA-[\?
Y

Es ist charakteristisch fiir die Poissonverteilung, dass
E(X) = Var(X) = A.
Eine Anwendung der Poissonverteilung ist die Approximation der Binomialverteilung:

Satz 3.4.3. Sei X ~ B(n, ). Dann gilt fiir n — oo, m — 0 mit nm = A:

T

fx(z) — gexp(—)\) firz=0,1,2,....

Also: B(n, m) = Po(nn) fir n "grof” und © "klein”.

Definition 3.4.4 (Geometrische Verteilung). Wiederhole unabhéngige Versuche eines Ber-
noulliexperiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit 7. Beobachte die Zufallsvariable

X :7Anzahl der Experimente, bis zum ersten Mal ein Erfolg eintritt”.
X heift dann geometrisch verteilt und hat die Wahrscheinlichkeitsfunktion
fx@) =n(1—m)*1 firallexeT ={1,2,..}.

Beachte: Da hier

PX>xz) = (1—-m)"
= Flz) = 1-P(X >ux)
= 1-(1-m)"
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fiir alle z € T gilt, folgt mit Satz 3.3.13:

E(X) = ) [1-Fx(2)]

Man kann ferner zeigen:
-7
w2

Var(X) =

Beachte: Hiufig wird auch die Anzahl Y der Versuche vor dem ersten Erfolg betrachtet.
Esgilt alsomit Y =X —1undy € 7y ={0, 1, 2, ...}

frly)=m(1—m)".

Desweiteren: 1 1
-7
EY)=EX)-1=—-—-1=
() =E(X)— 1= _
und 1
-7
Var(Y) = Var(X) =
ar(Y) ar(X) —

Zusatz (Diskrete Zufallsvariablen in R): Im Programmpaket R stehen fiir diverse
Verteilungen Funktionen zur Berechung der

e Wahrscheinlichkeitsfunktion f (erster Buchstabe: 4 fiir distribution),
e Verteilungsfunktion F' (erster Buchstabe: p fiir probability) und
e Quantilsfunktion F'~ (erster Buchstabe: q fiir quantile)

sowie zum

e Simulieren von Zufallszahlen aus einer gegebenen Verteilung (erster Buchstabe: r fiir
random,)

zur Verfiigung. Zum Beispiel: dbinom, pbinom, gbinom, rbinom. Analog: dpois, dgeom,
dhyper, dnegbinom. Fiir die Multinomialverteilung kénnen nur Dichtefunktionen (dmulitinom)
und Zufallszahlen (rmultinom) berechnet werden.

3.5 Lineare stochastische Abhingigkeit

Sei (X,Y) ein bivariater Zufallsvektor. Zur Quantifizierung der linearen Abhéngigkeit
zwischen X und Y wird die Kovarianz und die Korrelation verwendet. Zur Berechung
bendétigen wir
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Lemma 3.5.1. Sei g : R? — R eine Funktion. Dann gilt:
'/1:7y

Insbesondere:

E(X-Y)=> ay- fxy(z y).
T,y

Definition 3.5.2 (Kovarianz). Die Kovarianz von X und Y ist definiert durch
Cov(X,Y) = E((X —E(X)(Y ~ E(Y))
= E(XY)-EX)E(®Y).
Beachte: Cov(X, X) = Var(X).
Definition 3.5.3 (Korrelation). Die Korrelation von X und Y ist definiert durch

Cov(X,Y)
Var(X) Var(Y)’

p(X,Y) =

wobei Var(X) > 0 und Var(Y) > 0 erfiillt sein muss.
Eine wichtige Eigenschaft der Korrelation beschreibt
Lemma 3.5.4. Fir die Korrelation p = p(X,Y) gilt:

p(X, V)| < 1.
Zum Beweis benétigt man

Satz 3.5.5 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung; CAucHY, 1789-1857, SCHWARZ, 1843-1921).
Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y mit E(X?) < oo und E(Y?) < oo gilt:

[E(XY)]* < E(X?)E(Y?).
Beweis. Sei 0.B.d.A. E(X?) > 0, da ansonsten P(X = 0) = P(XY = 0) = 1, und die
obige Ungleichung wire eine Gleichung. Mit a € R gilt

0 < E((aX -Y)?

= E(a®X?—2aXY +Y?)
= o®’E(X?) - 2¢E(XY) +E(Y?).

Einsetzen von a = E(XY)/E(X?) ergibt

< [E(XY))? < E(X?E®Y?).
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Beweis zu Lemma 3.5.4. Wendet man Satz 3.5.5 auf X —E(X) und Y —E(Y") an, so erhélt
man

[E((X ~ EQ0) (v ~ E0)))] < B((X ~ B(X))*) B((Y ~ E(¥))?).
Division der linken durch die rechte Seite ergibt
_ [Cov(X, Y)]?
‘= Var(X) Var(Y) =1
O

Man kann ferner zeigen, dass die Grenzen p = 41 bzw. p = —1 erreicht werden, wenn
P(aX +bY = ¢) = 1 fiir bestimmte a, b, ¢ € R. Falls Y linear in X steigt bzw. fillt, ist
die Korrelation +1 bzw. —1.

Beispiel 3.5.6. Gegeben sei folgende gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion von zwei
Zufallsvariablen X und Y:

fX,y(.T, y) Y=-1 Y=0 Y=2 E
_ 1 3 2 [§
X=1 15 is is | 1s
_ 2 3 5
X =2 1s 0 is |18
_ 4 3 7
X =3 0 13 is 15
3 T R

18 18 18

Nun sind folgende Fragen zu beantworten:
1. Sind X und Y unabhéngig?

Gemafs Definition 3.2.1 muss nur ein Gegenbeispiel fiir die Gleichung

fx vz, y) = fx(x) - fy(y) fir alle z, y
gefunden werden. Dies ist leicht, etwa mit X =2 und Y = —1, was zu

5
ﬂéﬁ T

fihrt.

2. Berechnen Sie p(X, Y)!
Gemifs Definition 3.5.3 gilt:

Cov(X,Y
p(X, V) = oY) (17)
Var(X) Var(Y)
Aus der obigen Verteilung erhélt man folgende Erwartungswerte:
E(X) = % EY) = g E(XY) = 2
EX?) = ¥ EY? = 2.

Mit Hilfe des Verschiebungssatzes (Satz 3.3.6) sowie der Definition der Kovarianz
(Definiton 3.5.2) erhélt man

Var(X) =0.719 Var(Y) =1.423 Cov(XY) =0.127.
Durch Einsetzen in (17) erhélt man nun aus Definition 3.5.3:

p(X,Y)=0.125.
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3.6 Kovarianz- und Korrelationsmatrizen

Satz 3.6.1 (Lineare Transformationen von Kovarianz und Korrelation). Fiir zwei Zufalls-
variablen X und 'Y gilt:

1. Cov(aX +b,cY +d) =ac-Cov(X,Y) firallea,b,c,deR,
2. |p(aX +0b,cY +d)| = |p(X,Y)| firallea,b,c,deR, wobeia, c#0.

Definition 3.6.2 (Kovarianzmatrix). Sei X = (X1,..., X,)? ein p-dimensionaler Zufalls-
vektor. Definiere 0;; := Cov(X;, X;) fiir alle 7 und j (d.h. insbesondere o;; = Var(X;) fiir
alle 7). Die Matrix

011 012 ... O1p

021 022 ... 02
Y=3x=

Opl Op2 ... Opp

heifst Kovarianzmatriz von X. Gebrauchlich ist auch die Schreibweise o;; = 02-2.
Satz 3.6.3 (Eigenschaften der Kovarianzmatrix).

1. X ist symmetrisch, d.h. ;5 = oj; fiir alle i und j.

2. X ist positiv semi-definit, d.h. aT Xa > 0 fiir alle a € RP.

3. Sei Y = AX + b eine lineare Transformation von X (Y € R™ A € R™P,
X € RPXL b € R™1). Dann gilt

E(Y) = AEX)+b
und Sy = AXxAT.

4. Bx = E((X - E(X))(X - E(X))").

Beispiel 3.6.4. Im zweidimensionalen Fall ergibt sich Satz 3.6.3.4 aus

(3w ) (R ))

_ B ( (X1 — E(X1))? (X1 — E(X1)][X2 — E(X2)] >

[Xo — E(X2)][X1 — E(X1)] (X2 — E(X)]?
_ < E([X1 — E(X1)]?) E([X1 — E(X1)][X2 — E(X2)]) >
— E([X2 — E(X)][X1 — E(X1)]) E([X; — E(X2)]?)

_ ( Var(Xl) COV(Xl, XQ) )
COV(XQ, Xl) Var(Xg)

- o111 012
021 022

= Xx.
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Fiir X € RP*! und eine beliebige Matrix A € R"*P gilt

Tax = E([AX-E(AX)][AX —E(AX)]")
= E(AX - EX)|[X - E(X)]"A")
= AXxAT.

Im Sonderfall A = a” € RP gilt wegen a’ X = >0 a;X;
Var(a’X) = a’ Txa > 0.

Dies ergibt sich auch ohne Wissen von Satz 3.6.3.2, da bekannt ist, dass die Varianz immer
grofer oder gleich null ist. Hieraus lisst sich dann wiederum die positive Semi-Definitheit
von ¥x folgern.

Ein weiterer Spezialfall: Sei A = (1, 1) und ¥ = AX = X; + X». Dann gilt:

Var(Y) = Xy
= AXxAT

- QJ)(;i Z§><:i>

= a% + 0’% + 2012
= Var(X;) + Var(X2) + 2 Cov(X1, Xo2).

Beispiel 3.6.5 (Kovarianzmatrix der Trinomialverteilung). Definiere den Zufallsvektor
X = (X1, X2, X3)T ~ Ms(n, m = (m1,m2,73)T). Wie lautet die Kovarianz von X; und X,
ij=1,2,37

Betrachte 0.B.d.A. X7 und Xo:

n! T x I3
E(X]_XQ) = E x1$2mﬂ'11ﬂ'22ﬂ'33
x = (z1,z2,r3) mit 1b2:b3s
T +x2 +xT3 =n

_ n' 1 ,.T2 T3
- 2. (r1 — Dl(zg — lzgl L 7273

x = (x1, z2, x3) mit
T +x2 +xT3 =n

= n(n—1)mm E
x = (z1,z2, r3) mit
(x1—1) + (z2—1) +z3 =n—2

(n—2)!
({L‘l — 1)'(1}2 — 1)'.’L’3'

x1—1__xo—1__x3
mpo Mot T3

= n(n—1)mms.
Damit ergibt sich:

COV()(l7 XQ) = E(Xng) — E(Xl)E(XQ)
= n(n—1)mmy — nmy - nmy

= —Nnmm9.
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Allgemein gilt also

P fiip i £
Cov(X;, X;) =4 "t Ad (18)
nmi(l —m) firi=j
bzw.
™1
¥ x = n(diag(w) — 7wwl), hier (bei der Trinomialverteilung) @ = | m | . (19)
3
Die Korrelation zwischen X; und X ergibt sich zu
o o[ T i
p(Xi, Xj) = V/nmi(1=m;)-nm;(1—7) i 7 (20)
1 fifr i = 7.

Bemerkung: Man zeigt leicht, dass die Formeln (18), (19) und (20) auch allgemein fiir
die Multinomialverteilung gelten.

Zuletzt wird nun noch die Korrelationsmatrix definiert:

Definition 3.6.6 (Korrelationsmatrix). Sei X = (X1, ..., X,)7, dann ist

I pi2 p13 - pip

pa1 L pas ... poyp

R=Rx=| P1 p2 1 ... p3p
Pp1 Pp2 Pp3 --- L

die Korrelationsmatriz von X, wobei p;; = p(X;, X;).

Satz 3.6.7. Fir die Korrelationsmatriz eines Zufallsvektors X € RP gilt:
R = PXxP7,

wobei P = dmg((Var(Xl)_%, . ,Var(Xp)_%)).

3.7 Bedingte Verteilungen und bedingte Erwartungen

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen auf (2, F, P).

Definition 3.7.1. Die bedingte Verteilungsfunktion von Y gegeben X = x ist definiert als
Fyx(ylz) = P(Y < y|X =x)

fiir alle x € R mit P(X = z) = fx(x) > 0. Die zugehorige bedingte Wahrscheinlichkeits-
funktion lautet

frix(yle) = PY =y|X =z)
_ PX=z,Y=y)
B P(X =)

Diese Aussage ist dquivalent zu

fY|X(y\$) = W
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Man sieht sofort, dass folgender Satz gilt:

Satz 3.7.2. X und Y sind genau dann unabhingig, wenn fy|x(ylzr) = fy(y) fir alle
x €Tx undy € Ty gilt.

Beispiel 3.7.3. Sei X = (X1, Xo, X3)T ~ M3(n, (71, m,73)T). Wie lautet die bedingte
Verteilungsfunktion von X; gegeben X3 = 237

Ausgehend von Definition 3.7.1 erhilt man

Ix1, X2, x5 (21, 22, 23)

Ix1, x0|x5 (21, T2|3) =
1, X2| X3 > fX3($3)
|
B xl!gg!zg!ﬂflﬁgzﬂgs
— ' -
a5 (1 = m3) ()

n—r3=r1+r2 (n - 1‘3)! Uyt . T2 2
r1!zs! 1—mg 1—mg

Man erkennt leicht, dass dies dquivalent ist zu

T
X, [{ X3 = ~B< _ s, )
1{X3 = 23} n iy

Nun lésst sich der bedingte Erwartungswert von Y gegeben X = x betrachten, der wie
folgt definiert ist:

Definition 3.7.4 (Bedingter Erwartungswert). Die reelle Zahl

Y(a) =EY|X =2)= > y-fyx(yle) firales e Tx
yeTy

heifst bedingter Erwartungswert von Y gegeben X = x, falls diese Summe absolut konver-
giert.

Beachte: Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die beteiligten Erwartungswerte exi-
stieren, auch wenn dies nicht mehr explizit erwihnt wird!

Die Idee der bedingten Erwartung ist es, v als Funktion der Zufallsvariablen X zu betrach-
ten.

Definition 3.7.5 (Bedingte Erwartung). Sei ¢(z) = E(Y|X = z). Dann nennt man die
Zufallsvariable ¢(X) = E(Y|X) die bedingte Erwartung von Y gegeben X.

Beachte: Es sei hier nochmals hervorgehoben, dass es sich bei der bedingten Erwartung um
eine Zufallsvariable handelt, bei dem bedingten Erwartungswert um eine reelle Zahl! Diese
begriffliche Unterscheidung wird in der Literatur jedoch nicht durchgehend vorgenommen.
Insbesondere im Englischen werden beide Bezeichnungen mit conditional expectation iiber-
setzt.

Folgender Satz ist als sehr wichtig anzusehen.
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Satz 3.7.6 (Satz vom iterierten Erwartungswert). Fir die bedingte Erwartung (

E(Y|X) gilt

oder, in anderer Schreibweise,
E(E(Y|X))=E(Y).

Beweis. Es ist

E((X) = > (@) fx(z)
= Zz:nynx(y!w)fx(x)
= Ziyfx,y(w, )
= éyy;fx,m, y)

= > ufr(y)
- Ey(Y).

X) =

O

Beispiel 3.7.7. Eine Henne legt N ~ Po(\) Eier, von denen sie jedes unabhéngig mit der
Wahrscheinlichkeit 7 ausbriitet. Sei K die Anzahl der Kiiken. Berechne E(K|N), E(K)

und E(N|K).

Da K|{N = n} ~ B(n, m), folgt sofort E(K|N = n) = nm und E(K|N) = N«

Damit:
E(K)=E(E(K|N)) =E(N7)=m E(N) =7n\

Y(N).

Um E(N|K) zu berechnen, muss man zunichst die entsprechende bedingte Wahrschein-

lichkeitsfunktion berechnen:

Iy k(n, k)
Iy (nlk) = NPOR
frin(kn) fn(n)
fr (k) '
Nun gilt fir fx (k) (vgl. Beispiel 3.2.2)
(Am)*
fx(k) = 1 exp(—Arn) < K ~ Po(\r).

Somit ergibt sich fiir n > k:

B (n)ﬂ'k(l —m)nk. % exp(—A\)
Ivi(nlk) = = (’\,:r!)k exp(—Am)




Also ist (N —k){K =k} ~Po(A(1 —7)). Bei N{K =k} ~ k+ Po(A(1 — 7)) handelt es

sich um eine um k wverschobene Poissonverteilung. Daraus ergibt sich dann

E(NIK=k) = k+A1—m),
E(N|K) = K+A1-7).

Zur Uberpriifung bietet sich der Satz vom iterierten Erwartungswert (Satz 3.7.6) an:
E(N)=EEN|K))=EK+X1-m)=A+AX1—-7)=A
Das Ergebnis stimmt mit N ~ Po(\) iiberein.

Einige Figenschaften der bedingten Erwartung seien im Folgenden zusammengefasst.

Satz 3.7.8 (Eigenschaften der bedingten Erwartung). Seien X, Y und Z Zufallsvariablen.
Dann gilt

1. E((aY +b2)|X) =aE(Y|X)+bE(Z|X) fir alle a, b € R.
2. FirY >0 gilt B(Y|X) > 0.
3. B(1|X) = 1.
4. Sind X, Y unabhingig, so gilt E(Y|X) = E(Y) und natirlich auch E(X|Y) = E(X).
5. E(Y-g(X)|X) = g(X)E(Y|X) fir jede Funktion g : R — R ("pull through property”).
6. E(E(Y|X,2)|X)=EY|X)=EEY|X)|X,Z) ("tower property”).
Satz 3.7.9. Die bedingte Erwartung (X)) = E(Y|X) erfillt
E(y(X) - g(X)) = E(Y - (X))
fiir jede Funktion g, fir die beide Erwartungswerte existieren.
Bemerkung: Fiir g(X) = 1 erhélt man Satz 3.7.6.
Definition 3.7.10 (Bedingte Varianz). Die Zahl
Var(Y|X =2) = E([Y —E(Y|X =2)’|X =2) fiir alle 2 € Tx
heifst bedingte Varianz.

Ahnlich der bedingten Erwartung ist Var(Y|X) eine Zufallsvariable in X und keine feste
Zahl.

Satz 3.7.11 (Varianzzerlegungssatz). Fir zwei Zufallsvariablen X und Y gilt:

Var(Y) = E(Var(Y|X)) + Var(E(Y | X)).
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Beweis.

Var(Y) = E([Y —E(Y)P)
= E(E(Y —E(Y)P’|X))
= E(E(Y —E(Y|X) +E(Y|X) - E(Y)*|X))
= E(E(]Y - E(Y|X)]?|X)) + E(E([E(Y|X) - E(Y)]*|X)) + C
= E(Var(Y|X))+E(E(Y|X)-EY)) +C
= E(Var(Y|X))+E([E(Y|X) - E(E(Y|X))]?) +C
= E(Var(Y|X)) 4 Var(E(Y|X)) + C

Nun bleibt zu zeigen, dass C' = 0:

C = 2B(E(Y - B(Y[X)] [E(V]X)—E(Y)] X))
=g(X); nun Satz 3.7.8.5.
— 2E([B(Y|X) - BY)E(Y - E(V|X)]|X) )

=D

D = E(Y]X)-E(E(Y]X)X)
= E(Y|X) - E(Y|X)

=0
=C = 0.

O

Interpretation des Varianzzerlegungssatzes. Nach Satz 3.7.11 kann die Varianz ei-
ner Zufallsvariable Y in zwei Summanden zerlegt werden. Der erste, E(Var(Y|X)), misst
die mittlere Varianz von Y "innerhalb” der einzelnen Ausprégungen einer weiteren Zu-
fallsvariable X. Der zweite Summand, Var(E(Y|X)), gibt an, wie stark E(Y|X) um E(Y)
variiert, denn nach dem Satz vom iterierten Erwartungswert gilt

Var(E(Y]X)) = E([E(Y|X)-E(E(Y|X))])
= B(E(Y|X) - E)P).

Dies ist also die Varianz "zwischen” den Gruppen, die durch die Ausprigungen von X
definiert werden.

Beispiel 3.7.12. Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit X|Y ~ Po(Y) und Y ~ Po()),
A > 0. Dann ist
E(X) = E(E(X]Y)) =E(Y) = A

und nach dem Varianzzerlegungssatz
Var(X) = E(Var(X|Y)) + Var(E(X|Y)) = E(Y) 4+ Var(Y) = A+ A = 2\,
Die direkte Berechnung des Erwartungswertes und der Varianz von X via
L fxy(x,y) = fxyy(@ly) fr(y)
2. fx(x) = Xyer, fxy(@,9)
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3. B(X) = Ypery ofx(2), B(X?) = 3, cqy 2% fx(x), Var(X) = E(X?) — [E(X))?
wire deutlich aufwindiger gewesen.

Beispiel 3.7.13 (Fortsetzung von Beispiel 3.7.7). Zu Erinnerung: K ist die Anzahl der
Kiiken, N die Anzahl der Eier, N ~ Po(\) und K|N ~ B(N, 7). Nun berechnet man
leicht:

Var(K) = E(Var(K|N))+ Var(E(K|N))
= E(N=n(1—m7))+ Var(Nm)
= (1 =7\ + 72\
= Am.

Das Ergebnis iiberrascht nicht, da K ~ Po(A7). Das gleiche gilt fiir

Var(N) = E(Var(N|K)) + Var(E(N|K))
= E((1-m)A)) + Var((1 —m)A + K)
= (1-mA+Ar
= A

in Ubereinstimmung mit N ~ Po(}).

Beispiel 3.7.14 (Verzweigungsprozesse, Verbreitung von Epidemien). Wir beobachten
den Verlauf einer Epidemie zu diskreten Zeitpunkten ¢ = 0,1,2,.... Die Zufallsvariable X,
bezeichne die Anzahl der Infizierten zum Zeitpunkt ¢. Es sei
Xo =1
Xt|Xt_1 ~ PO()\ . Xt—l) fir ein A > 0,
also
E(Xt’Xt_l) = )\Xt—l und Var(Xt|Xt_1) = AXt_l.
Dann gilt firt =1,2,...:

t fir A=1
—\¢ — ?
(1) E(Xt) =A und (2) Var(Xt) = {)\t()\)\_t;l) fir \ # 1

Beweis durch Induktion.

1. Induktionsanfang:
E(X1) = B(E(X1|X0)) = E(\) = A.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ¢ — 1.

Induktionsschluss:

B(X,) = B(E(X;|X;_1)) = E(\- X;_1) = AE(X,_1)
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2. Induktionsanfang:
Var(Xl) = E(Var(leXo)) + Var(E(X1|X0)) = E()\) + Var()\) =A+0= )\,
d.h. die Formel ist korrekt fiir beliebiges A > 0 und ¢ = 1.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ¢ — 1.

Induktionsschluss:

Var(Xt) = E(Var(Xt\Xt_l)) + Var(E(Xt|Xt_1))
E(AXt_l) + Var()\Xt_l)
M+ A2 Var(X;_q).

Hieraus folgt mit der Induktionsvoraussetzung

Fall 1: A= 1.
Var(X;) =11 4+1%2- (t — 1) =t.
Fall 2: \ # 1.
)\t—l()\t—l _ 1)
X)) = Mgx2o—2o 2
Var( t) + N_1
)\t+1()\t71 _ 1)
= A —_—
* A—1
B )\t+1 _ )\t 4 )\t+1()\t71 _ 1)
B A—1
)\t—&-l _ )\t 4 )\21& _ At—l—l
- A—1
M-
oA =-1

O

Beachte: Die spezielle Form der Poissonverteilung geht in den Beweis nicht direkt ein,
nur ihre ersten beiden Momente; es wére auch Var(Z;|Z;—1) # E(Z¢|Z:—1) moglich, dann
ergibt sich eine leicht verénderte Formel fiir Var(Z;). Dieser Beweis wird in Kapitel 5 noch
einmal iiber wahrscheinlichkeitserzeugende Funktionen gefiihrt.

Beachte: Es gilt das sogenannte Schwellenwerttheorem:
e Wenn A < 1, dann E(X;) — 0 und Var(X;) — 0 fiir ¢ — oc.
e Wenn A\ =1, dann E(X;) — A und Var(X;) — oo fiir t — oc.
e Wenn A > 1, dann E(X;) — oo und Var(X;) — oo fiir ¢t — oo.

Die Basisreproduktionszahl (engl. basic reproduction number) A gibt an, wie viele Personen
ein Infizierter im Schnitt ansteckt. Sie ist eine zentrale Grofe in der Infektionsepidemiologie.
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3.8 Summen von Zufallsvariablen

Satz 3.8.1. Sei (X, Y) ein Zufallsvektor mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeitsfunktion fx v (z, y),
dann gilt fir Z =X +Y:

fz(2) =P(X+Y =2)= fo,y(x, z—x).

Beweis. Da

{z+y=z} =X =2} n{Y =2—a})
eine disjunkte Vereinigung von Ereignissen darstellt, folgt

PX+Y=2)=> P(X=2Y=z2—1)= zfxy 2 — )

Lemma 3.8.2 (Faltungssatz). Sind X und Y unabhdingige Zufallsvariablen, so gilt:

f2(z) =P(X+Y =2) = fo My (z —x) = Efy )x(z—y).

FEine Summe der Form ), upvn_p nennt man eine Faltung. Unter Unabhdngigkeit ist
also die Wahrscheinlichkeitsfunktion fxiyv(z) = P(X +Y = z) die Faltung von fx(x)
und fy(y). Man schreibt dafir auch fx+y = fx * fy-

Beispiel 3.8.3. Seien X ~ Po(\) und Y ~ Po(u) unabhingige Zufallsvariablen mit
A, > 0. Dann gilt fiir Z =X+ Y

fz(z) = fo Vv (z —x)

_ 2; X exp(-1)- (Z’“‘:)! exp(—p1)

_ g;;(gxm%xwm—u+u»

- SO () (25 () ewom

:Qtﬁyemﬂ—Q+M»§;C®(Aiﬂ>x<kiu>%x
O+ py ’

= ST ep(-(n+ ),

also X +Y = Z ~ Po(A + p).
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Beispiel 3.8.4. Seien X; und X5 unabhéngig und jeweils geometrisch verteilt mit Para-
meter .
X, ~G(m) <= fx,(x) = (1 —7m)* 'r fiiri=1,2.

Gesucht ist nun die Verteilung von Z = X1+ Xo. Z beschreibt die Anzahl der Versuche, bis
zum zweiten Mal das giinstige Ereignis eintritt. Z wird mit dem Faltungssatz (Satz 3.8.2)
berechnet:

[e.9]

fZ(Z) = ZfX1($)fX2(z - iL')

r=1
z—1

= Zﬂ'(l —m)* (1 — )7l

=1
z—1
— Zﬂ_Q(l _ 71_)2—2
=1
= (-1 —-7n)"2 firallez=23,....
Bemerkung: Dies ist eine spezielle Form der negativen Binomialverteilung. Man schreibt
auch Z ~ NB(r = 2, 7).
Allgemein beschreibt die negative Binomialverteilung mit Parametern r € N und

m € [0,1] die Anzahl Z der Versuche bis zum (einschlieflich) r-ten Eintreten des giin-
stigen Ereignisses. Die Dichtefunktion von Z ~ NB(r, 7) lautet dann

-1
fz(z) = <i_ 1>7rr(1—7r)z_r firz=mr,r+1,....

Ubungsaufgabe: Seien X und X’ unabhiingige Poissonverteilte Zufallsvariablen mit Pa-
rameter A\ > 0. Wie lautet die Wahrscheinlichkeitsfunktion von Z = X — X'?
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4 Stetige Zufallsvariablen
4.1 Dichtefunktion
Zur Wiederholung sei der Begriff der Stetigkeit fiir Zufallsvariablen nochmals erldutert.

Definition 4.1.1 (stetige Zufallsvariable). Eine Zufallsvariable X heifst stetig, falls die
Verteilungsfunktion Fx(z) fiir alle z € R in der Form

T
Fx(x) :/ fx(u)du (21)
—00
fiir eine integrierbare Funktion fx : R — [0, co) dargestellt werden kann. fx heift Dich-

tefunktion von X.

Bemerkungen:

1. fx(z) ist nicht eindeutig.

2. Ist F(x) differenzierbar, so setzt man typischerweise f(x) = F’(z). Dann nennt man
Tx = {x: f(z) > 0} den Trdger der Zufallsvariable X.

3. f(x) ist keine Wahrscheinlichkeit. Jedoch kann man
fx)de =~ P(x < X <z +dx)=F(x+dz) — F(x)
bei geniigend kleinem dx als solche interpretieren.

4. Aus (21) folgt P(a < X <b) = f; fx(z)dx, was verallgemeinert werden kann zu

P(X € B) :/ fx(x)dx
B
wobei die Menge B gewisse Regularititsbedingungen erfiillen muss.

Nach der letzten Bemerkung stellt sich die Frage, fiir welche Mengen B dies genau gilt.

Definition 4.1.2. Sei J die Menge aller offenen Intervalle in R. Dann ist B = o(J)
die von J erzeugte o-Algebra (vgl. Bemerkung nach Lemma 1.6.1). Man nennt B die
Borelsche o-Algebra und ihre Elemente B € B Borelmengen (BOREL, 1871-1956). Fiir
jede Borelmenge B gilt obige Bemerkung 4, und mit dem Wahrscheinlichkeitsmaf P(B) =
P(X € B) = [ fx(x)dx folgt, dass (R, B, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist.

Lemma 4.1.3. Hat X Dichtefunktion fx(x), so gilt
1. ffooo fx(z)de =1,
2. P(X =x) =0 fir alle x € R,

3. Pla< X <b)=["fx(z)dz.
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4.2 Unabhéingigkeit

Bei stetigen Zufallsvariablen ist eine Definition {iber die Unabhéngigkeit der Ereignisse
{X =z} und {Y = y} — anders als bei diskreten Zufallsvariablen — nicht mehr moglich,
da diese Ereignisse die Wahrscheinlichkeit null haben. Daher hilft man sich mit

Definition 4.2.1 (Unabhingigkeit von stetigen Zufallsvariablen). Zwei stetige Zufalls-
variablen X und Y heifen unabhdingig, falls {X < z} und {Y < y} fiir alle 2,y € R
unabhéngige Ereignisse sind.

Bemerkung: So konnte man auch die Unabhéngigkeit von diskreten Zufallsvariablen de-
finieren.

Betrachte nun g(X) und h(Y), wobei g und h beliebige "regulare” Funktionen sind. Dann
sind g(X) und h(X) Zufallsvariablen, und es gilt:

Satz 4.2.2. Sind X und Y unabhingig, so auch g(X) und h(Y).

Bemerkung: Die Unabhéngigkeit zweier Zufallsvariablen wird haufig iiber folgende For-
meln beschrieben:

Fx y(z,y) = Fx(x)Fy(y),
fxv(x y) = fx(@)fy(y)

4.3 Erwartungswert

Definition 4.3.1 (Erwartungswert). Der Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariable X
mit der Dichtefunktion fx(x) ist gegeben durch

B = [ afx@d,

falls x fx (z) absolut integrierbar ist, d.h. wenn [ |zfx (2)|dz = [7°_|z|fx (z)dz < occ.

Satz 4.3.2. Sind X und g(X) stetige Zufallsvariablen, so gilt:

Blg(X)) = [ gla)fx(e)ds,
falls der Integrand absolut integrierbar ist.

Lemma 4.3.3. Besitzt X Verteilungsfunktion Fx(x), Dichtefunktion fx(x) und ist
fx(x) =0 firx <0, so gilt

E(X) = /000[1 — Fx(x)]dz.
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Beweis.

/00[1 ~ Py(a)de -
0

Beispiel 4.3.4. Sei die Dichte einer Zufallsvariablen X gegeben durch

1 .

5= fir 0 <z < 2m,
fX(x) — {271’ = >~

0 sonst.

Als Erwartungswert erhalten wir

2m 1
E(X) = /0 x-—dx

27
22,
= .
Betrachte nun Y = X2. Dann ergibt sich:
2w 1
EY) = / . —dx
0 2T
2 [ 3 |,
4
= 72
3

Alternativ kann man dies direkt iiber die Dichte

1 -1 . 2
Yy 2 fir 0 <y <d4dr?,
fr ) {0 sonst

berechnen. Siehe hierzu den spéter folgenden Satz iiber Transformationen von Dichten
(Satz 4.8.3).

Im Fall von stetigen Zufallsvariablen gelten nun die gleichen Rechenregeln fiir Varianzen,
Kovarianzen, Korrelationen, Momente etc. wie bei diskreten Zufallsvariablen.
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4.4 Beispiele fiir stetige Zufallsvariablen

4.4.1 Stetige Gleichverteilung

Notation: X ~Uf(a, b)
Parameter: a, b€ R, wobei a <b
Trager: Tx =a, b)) CR

1 .
1 fira<az<b
Dichtefunktion:  f(z) = {ba ura s x <0,
0 sonst

Erwartungswert: E(X) = bJrTa

Varianz ) Var(X) = (bIS)Q

() ergibt sich aus E(X?) = §f;a;)-

4.4.2 Exponentialverteilung

Notation: X ~ Exp())
Parameter: A>0
Triger: Tx = RS‘

Aexp(—Az) fiir x > 0,

Dichtefunktion: f(z) = {
0 sonst

Erwartungswert ) :  BE(X) =

>

Varianz: Var(X) = %

(x): Es ist F(x) =1 —exp(—Az) fiir z > 0, und somit errechnet man leicht

B(X) — /0 1= F(a)]de

- /O ” exp(—Az)da
- {i exp(Ax)Eo

> =
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4.4.3 Normalverteilung

Notation: X ~ N(u, o?)
Parameter: pu € Rund 0? € R
Triger: Tx =R

Dichtefunktion:  f(x) = —=% eXP(_%M)
Erwartungswert: E(X) =u

Varianz: Var(X) =0

Ist 4 =0 und 02 = 1, so nennt man X standardnormalverteilt.

Bemerkung: Es gilt [ f(z)dz =1, da [*_exp(—az?)dz = /7 /a fiir a > 0. Die Ver-
teilungsfunktion F'(x) der Normalverteilung ist nicht analytisch zugénglich. Fiir die Dichte-

und Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung verwendet man die Symbole ¢(z)
und @ (x).

Nachtrag: Als Normalisierungskonstante bezeichnet man multiplikative Terme in der
Dichtefunktion f(x), die nicht vom Argument z abhéngen (aber im Allgemeinen von den
Parametern), der tibrige Teil heiftt Kern. Hier:

2
flx) =c-exp <—;w> mit ¢ = \/;7 .
Kurz: . )
f(x) < exp <—2(:C;2M)> .

4.4.4 Gammaverteilung

Notation: X ~ G(a, b)

Parameter: a,beRT

Trager: Tx =RT

Dichtefunktion *):  f(z) = %x“il exp(—bzx) fir z € Tx
Erwartungswert: E(X) =

Varianz: Var(X) =
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(x): Hierbei ist I'(a) die Gammafunktion
I'(a) = / % texp(—x)dr fiir a € RT,
0

die folgende Eigenschaften hat:

F(a+1) = T(a)-a firaeR",
I'a+1) = al fiir a € Ny.
Eigenschaften der Gammaverteilung:
d 1
G (2, 2) = X?g — Verteilung mit d € N (Erwartungswert d, Varianz 2d),

G(1,A) = Exp(A) (Exponentialverteilung).

Es stellt sich die Frage: Wieso ist f(x) eine Dichtefunktion?
1. f(x) > 0 fur alle x € R ergibt sich aus der Definition selbst.

2. Es gilt auch [;° f(z)dz = 1.
Beweis. Verwende die Substitutionsregel

[ Fo@ng @ = [ e

Mit g(z) =b- x, also ¢'(x) = b, ergibt sich fiir die Dichtefunktion f

fla) = Fgge ep(=t)
= Fag e exp(—g(w) b

Somit erhdlt man

- _ ooz‘l_lex —z)dz = ! a) =
| rwe = | p(=2)dz = 7sTla) = 1.

Wie berechnet man den Erwartungwert? Aus obigem Beweis erhalten wir

/00 2% L exp(—bzx)dr = [(a)
0

be

Damit:

E(X) = /Ooozvf(:c)dx

= lfza)/o x% exp(—bz)dz
b T(a+1)

= T e

_a

= 7
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Analog berechnet man

b* T(a+2) (a+1a
E(X?) = : =
( ) I‘(a) pa+2 b2
und damit Var(X) = a/b% Bei X ~ x5 (dh. a = d/2 und b = 1/2) ergibt sich so-
mit E(X) = d und Var(X) = 2d.

Bemerkung: Fiir ¢ > 1 hat die Dichtefunktion der Gammaverteilung einen eindeutigen
Modus 00 = (a — 1) /b.

4.4.5 Cauchy-Verteilung

Notation: X ~ C(u,c?)
Parameter: peER,ocecRT
Triger: Tx =R
~1
Dichtefunktion: flx) = %% (1 + (1275)2) = %m fiir x € Tx

Erwartungswert ) - Existiert nicht!

Varianz ) ; Existiert nicht!

(%): Die Cauchy-Verteilung besitzt keinen Erwartungswert, da [ f(z)dz nicht absolut

integrierbar ist:
oo 2 oo
/ |z|f(x)dx = / %dm
s mJo 1+=z

- ; B log(1 + x2)]

= OQ.

e e}

0

(xx): Da E(X) nicht existiert, konnen auch keine htheren Momente existieren.

Im Weiteren wird die Standard-Cauchy-Verteilung C(0,1) betrachet, welche die Dichte-

funktion )

f(ﬂf):m

(d.h. =0, 02 = 1) besitzt. Sie ist eine legale Dichtefunktion, da f(x) > 0 fiir alle z € R
und

/_Z Mdm = [i arctan(a:)ro

— 0o

1|:7T+7['}

T L2 2
= 1.
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4.4.6 t-Verteilung / Studentverteilung

Eine stetige Zufallsvariable X heifst t-verteilt oder Studentverteilt mit Parametern pu € R,
02> 0und o > 0, wenn die Dichte die Form

a+1

1 N L
f(:z:)zC’-(lJraUZ(xu)) fiir allex € R

hat. Schreibweise: X ~ t(u,0?, a). Die Normalisierungskonstante C' ist gleich

_ F(%a + %) (02(1)_%
I($)C(3) '

Den Parameter a nennt man “die Freiheitsgrade”. Es gilt:
e Modus(X) = p.
o E(X)=pu, falls a > 1.

o Var(X) = 0?9 falls o > 2.

X ~t0,1,0) = X +pu~t(p,o% ).
e Fiir a — oo konvergiert X gegen eine Normalverteilung.

e Fiir o =1 ergibt sich die Cauchy-Verteilung.

Fiir 4 = 0 und 02 = 1 ergibt sich die Standard-t-Verteilung.

4.4.7 Betaverteilung

Notation: X ~ Be(a, b)

Parameter: a, b e RT

Trager: Tx = [0, 1]

Dichtefunktion &) :  f(z) = %x“fl(l — )b fiir z € Ty
Erwartungswert %) E(X) = s

Varianz &) : Var(X) = WEM

(x!): Hierbei ist B(a, b) die Betafunktion

1
B(a, b) = / 2711 — ) e
0

Daher: [, f(z)dz = 1. Es gilt B(a, b) = [(a)['(b)/T'(a + b).
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(¥2): Es gilt

(*3): Analog zu (%2) berechnet man

1
E(X?%) = /Ofo(x)da:

1 ! a+1 b—1
= B b)/o (1 —x)’ de
Bla+2,b)
B(a, b)
T(a+b) T(a+2)T(d)
L(a)L(b) T(a+b+2)
a(a+1)
(a+b+1)(a+b)

Mit dem Verschiebungssatz (Satz 3.3.6) ergibt sich

B a(a+1) a ab
VarlX) = o D) @t @rbRatbil)

4.5 Jensensche Ungleichung und Informationsungleichung

Satz 4.5.1 (JENSENsche Ungleichung, 1869-1925). Sei X eine Zufallsvariable mit end-
lichem Erwartungswert E(X) und g(x) eine konvexe Funktion (bei existierender zweiter
Ableitung ist dies gleichbedeutend mit g" (x) > 0 fiir alle x € R). Dann gilt:

E(g(X)) > g(E(X)).

Ist g(x) strikt konvex (¢"(x) > 0 fiir alle reellen x) und zusdatzlich X fast sicher nicht
konstant ("nicht degeneriert”), so gilt sogar

E(9(X)) > g(E(X)).

Analog gilt fir (strikt) konkave Funktionen g(x)
E(g(X)) < g(E(X))
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bzw.
E(9(X)) < g(E(X)).

Beispiel 4.5.2 (Log-Normalverteilung). Sei X ~ N(u,0?) und Y = exp(X). Dann sagt
man, Y hat eine Log-Normalverteilung mit Parametern p und o%: Y ~ LN(u,0?). Da
g(x) = exp(x) strikt konvex ist und X nicht degeneriert (o2 > 0), folgt

E(Y) = E(exp(X)) > exp(E(X)) = exp(p).

Bemerkung: Uber momenterzeugende Funktionen (siche Kapitel 5) lisst sich genauer
zeigen:

E(Y) = exp (u - ;O—Q> .

Satz 4.5.3 (Informationsungleichung). Seien fx(x) und fy(y) zwei Dichtefunktionen von
stetigen Zufallsvariablen X und Y mit gleichen Tragern. Dann gilt:

Dfx.fy) = B (1o P ) = Bog £ (X)) ~ E log (X)) 2 0,

wobei X ~ fx(x) und Gleichheit nur dann gilt, wenn fx(z) = fy(z) fir alle x € R.

Man betrachtet also zwei Funktionen der Zufallsvariablen X, einmal die logarithmierte
Dichtefunktion fx(z) von X und einmal die von Y, fy(y), ausgewertet an X. Die Infor-
mationsungleichung sagt aus, dass

E (log fx (X)) > E (log fy (X)) ,

d.h. im Schnitt sind die logarithmierten Dichtewerte am grofiten, wenn man die Dichte-
funktion fx an der zugehérigen Zufallsvariablen X auswertet.

Beweisskizze. Definiere Z = fy(X)/fx(X) > 0. Fir fx # fy ist Z nicht degeneriert.

Dann gilt:
fX(X)) _ <_ fY(X)>
B (o) = P (e e
— E(-log(2))
> —logE(Z) ,da —log(z) strikt konvex ist

fy ()
F () P

:—m/h

= —log(l) =0.

= —log

Bei fx = fy gilt natiirlich Gleichheit. O

Die Groke D(fx, fy) > 0 heifst Kullback-Leibler-Distanz (Solomon KULLBACK, 1907-
1994, Richard LEIBLER, 1914-2003) bzw. auch -Diskrepanz und misst gewissermafen den
"Abstand” zwischen fx und fy, wobei aber im Allgemeinen

D(fx, fv) # D(fv. fx)
gilt, da D(fx, fy) unsymmetrisch definiert ist.
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Beispiel 4.5.4. Seien X ~ N(0,1) und Y ~ N(u,0?), dann gilt
1 o 14 p?
D(fx, fy) = B} (108;0 + 2 1>

(vgl. Ubungsblatt 8).

Bemerkung: Die Kullback-Leibler-Distanz kann auch fiir diskrete Zufallsvariablen defi-
niert werden, und die Informationsungleichung gilt dort genauso.

4.6 Stochastische Abhingigkeit

Definition 4.6.1 (Gemeinsame Verteilungs- und Dichtefunktion). Die gemeinsame Ver-
teilungsfunktion von zwei stetigen Zufallsvariablen X und Y ist durch

Fxy(z,y)=P(X <Y <y)

gegeben. Thre gemeinsame Dichtefunktion fx y : R? — [0, 0o) hat die Eigenschaft

Y T
Fx y(z,y) = / / f(u, v)dudv fiir alle z, y € R.

Korollar 4.6.2. Falls ein Fxy gemdfi Definition 4.6.1 existiert und auf seinem Trdger
vollstindig (stetig) differenzierbar ist, so gilt fir die zugehdrige Dichtefunktion fxy

2

0xdy

Ixy(z,y) = Fxy(z, y).

Bemerkung: Fx y(z, y) und fxy(z, y) haben analoge Eigenschaften wie im univariaten
Fall.

Definition 4.6.3 (Randverteilungs- und Randdichtefunktion). Sei F'x y eine gemeinsame
Verteilungsfunktion geméfs Definition 4.6.1. Dann lauten die Randverteilungsfunktionen:

Fx(z) = P(X <z)=Fxy(x, 00),
Fy(y) = P(Y <y)=Fx,y(c0,y).

Die Randdichtefunktionen sind mit
+oo

(@) = / Fry (@, y)dy,

—0oQ

fr(y) = /+°°fx,y<m, y)dz

—o
definiert.

Definition 4.6.4 (Erwartungswerte). Sei g : R? — R eine “reguliire” Funktion, dann gilt:

+o0o o0
E(g(X,Y)) = /_ /_+ g(z, y) fx, v (z, y)dzdy.

Inbesondere gilt:

“+o00 “+o00
E(X-Y) =/ / r-yfx y(z, y)drdy.
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Korollar 4.6.5. Seien X und Y zwei entsprechend den Definitionen 4.6.8 und 4.6.4 gut-
artige Zufallsvariablen, dann gilt:

E(aX +0Y) = aB(X) + bE(Y).

Beweis. Aus den Definitionen 4.6.3 und 4.6.4 und dem Satz von Fubini folgt

+o0 +o0
E(aX +0Y) = / / (ax 4+ by) fx, v (z, y)dzdy

= </:O /:O azfx y(z, y)dxdy) + (/:0 /:O byfx,y(z, y)dxdy)
= a (/:O!E/:O fx,v(z, y)dydx> +b (/:oy/:o fx,v(z, y)d$dy>

+o0 +oo
= a/_ :cfX(x)dCC+b/_ yfy(y)dy
= aE(X)+bE(Y).

O

Definition 4.6.6 (Unabhingigkeit). Zwei stetige Zufallsvariablen X und Y heifen genau
dann unabhdngig, wenn

Fx y(z,y) = Fx(x) - Fy(y) firallez,y e R (22)
gilt.

Korollar 4.6.7. Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen, deren gemeinsame Vertei-
lungsfunktion im Punkt (x, y) differenzierbar ist. Dann sind X und Y unabhingig, wenn

fx v (@, y) = fx(@) - fr(y)
gilt.
Beweis. Differenziere (22) nach z und y. Fiir die linke Seite ergibt sich mit Korollar 4.6.2

62
0x0y

Fxy(r,y) = fxy(z,y)
Auf der rechten Seite erhalten wir

2
" ) Fyly) — 3<§ny<w>-Fy<y>)

ox
= 2 (rx(@) )

= fx(x)- fy(y).
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Definition 4.6.8. Ein zweidimensionaler Zufallsvektor (X, Y) heift bivariat standardnor-
malverteilt, wenn er eine Dichte fxy : R? — R hat, die wie folgt lautet:

— L exp (—12(9:2 — 2pxy + yz))
2m\/1 — p2 2(1-p?)

fir x, y € Rmit p € (-1, 1).

fxy(z, y)=

Man zeigt leicht, dass
e fxy(z, y)>0, Vz,y€eR,
o [T fxy(x, y)dudy =1

und somit fxy(z, y) eine legitime Dichtefunktion ist.

Ferner gilt fiir die Randverteilungen folgender Satz:

Satz 4.6.9. Sei (X, Y) ein bivariat standardnormalverteilter Zufallsvektor. Dann sind die
Randverteilungen von X und Y fir alle Werte von p € (—1, 1) standardnormalverteilt, d.h.

X ~ N(0,1)
Y ~ N(0,1).
Zum Beweis von Satz 4.6.9 bendtigen wir

Lemma 4.6.10. Der Kern der Normalverteilungsdichte lisst sich wie folgt faktorisieren:

1 2 2
K(z,y) = exp <_2(1—}02)(x —2pry +y ))
1, 1 (z—py)?
L o 1 (Z/ — px)?
Beweis. Es ist
(2 —py)? o @ = 2pry+ "yt (L= p")y®  2® — 2pwy 4y
1—p? v 1—p2 N 1—p2 '
daraus folgt (23). Der Beweis zu (24) folgt analog. O

Beweis zu Satz 4.6.9. Mit K(z,y) definiert wie in Lemma 4.6.10 folgt nun

fy(y) =/ fx,v(z, y)d

|
\

—00 1 p2 e

1

eXp( %y oof ﬁe’“’< 1(1_—/?))

1 1,
5= exp (5
1)

Es gilt also Y ~ N(0, 1). N(0,

5

=1, da Integral iiber Dichte der N(py, 1—p?)

vﬁ

) folgt analog. O
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Die Kovarianz eines bivariat standardnormalverteilten Zufallsvektors (X, Y") berechnet sich
wie folgt:

Cov(X,Y) = E(X.Y)-BX)E(Y)
=0 =0

= / / zyfx,v(x, y)dzdy

[z ( )/ Mﬁ <1(py>>d“"dy

Erw.wert einer N(py, 1—p2)-verteilten ZV
o0

= / y—— exp <1y2> - py dy

oo V2T 2

= exp | =
P . 4 o P{3Y 4

=E(Y2)=Var(Y)=1

Da die Randverteilungen standardnormalverteilt sind und somit Var(X) = Var(Y) = 1,
gilt fiir den Korrelationskoeffzienten:

p(z, y) = p-

Man zeigt leicht, dass im Fall von zwei bivariat standardnormalverteilten Zufallsvaria-
blen X und Y gilt: Sind X und Y unkorreliert, so sind sie auch unabhingig.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt p = 0. Nun lisst sich die Dichte wie folgt faktorisieren:

2+y2)>
1 :

1 1
2 2
= exp | —=z exp | —=
Var p( 2" ) Var p( 2y>
d.h. X und Y sind unabhéngig. O

1 1
fX,Y(%% y) = %GXP <—2 (33
1

Definition 4.6.11. Die allgemeine Form der Dichtefunktion der bivariaten Normalvertei-
lung mit Parametern u, o2, v, 72 und p lautet:

e y>:m exp <_2(1 L A(m : u>i2p<x - M><y = v>+<y - )D

Fiir die Randdichten gilt nun

Als Kovarianz ergibt sich Cov(X,Y) =p-0o -7, so dass p(X,Y) = p folgt.
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Beispiel 4.6.12. Sei (X, Y) ein Zufallsvektor mit folgender Dichtefunktion:

firo<y<z<1

1
X
0 sonst.

fxy(z, y) = {
Dann ergibt sich die Randverteilung von X zu

Fr@) = [ Lav=1

x
fiir 0 < = < 1. Folglich ist X ~ U(0, 1) mit

1 1
E(X) = B und Var(X) = 13

Die Randverteilung von Y lautet

friy) = /ylidx ~ log (;)

fiir 0 < y < 1. Mit Maple errechnet man:
1
EY) = 1 und Var(Y) = —.

Ferner ergibt sich

1 T 1
EX-Y) = / / my-;dyd:z
0o Jo

und damit

AbschlieRend berechnet sich der Korrelationskoeffizient aus bekannter Formel zu

1

p(X,Y) = —2__ ~0.65.
[1 [ 7
12V 144
4.7 Bedingte Verteilungen und bedingte Erwartungen

Diesem Unterkapitel liegt folgende Frage zu Grunde: Seien X und Y stetige Zufallsvariablen
mit gemeinsamer Dichtefunktion fx y(z, y). Wie lautet die bedingte Verteilungsfunktion
und die bedingte Dichtefunktion von Y gegeben X = z7
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Das Problem liegt in der Stetigkeit von X. Da X stetig ist, gilt P(X = z) = 0, und daher
ist P(Y < y|X = z) nicht definiert. Zur Losung dieses Dilemmas geht man wie folgt vor:

Sei fx(z) > 0. Dann ist
PY <y, z <X <z+dx)
P(r <X <z +dzx)

dz Klein [ fxv(x, v)dede

~

PY <ylxr <X <z+dx) =

fx(z)dzx
Y fxy(z, v) y
/v:—oo fX(x) d

Fiir dx — 0 erhilt man die folgenden zwei Definitionen:

Definition 4.7.1 (Bedingte Verteilungsfunktion). Die bedingte Verteilungsfunktion von Y

gegeben X = x lautet
Y fX,Y(J:? U)

—00 fX(x) v

Py x(ylz) =
fiir alle  mit fx(z) > 0.

Definition 4.7.2 (Bedingte Dichtefunktion). Die bedingte Dichtefunktion von Y gege-
ben X = z lautet ey (o)
X, Y\ZT, Y
x) =" ——2

fiir alle z mit fx(z) > 0.

Beispiel 4.7.3. Wie in Beispiel 4.6.12 sei die gemeinsame Dichtefunktion von zwei Zu-
fallsvariablen X und Y durch

fX,Y(xu y) = v

L o<y<e<i
0 sonst

gegeben. Wir haben bereits die Randdichtefunktionen bestimmt:
fx(x) =1 fir 0 <z <1,
1
fy(y) = log <> fir 0 <y < 1.
Y

Mit Definition 4.7.2 ergibt sich

— 8=
|

.
frix(ylz) = =7 fir 0 <y <u,

und somit gilt fiir Y[ X:
Y{X =2} ~U(0, z).
Weiterhin

1 ..
= firy<z<l1.

) ()

Wie bei diskreten Zufallsvariablen definiert man den bedingten Erwartungswert:

Ixpy(zly) =

—B I

log
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Definition 4.7.4. Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichtefunkti-

on. Dann heifst
[oe)

$(e) = BY|X = ) = / yfyx (ul2)dy

—0o0

bedingter Erwartungswert von' Y gegeben X = z, wenn die bedingte Dichtefunktion fy|x (y|x)
Definiton 4.7.2 geniigt.

Analog zu Definition 3.7.5 kann man die bedingte Erwartung definieren, indem man x
durch X ersetzt und somit eine Zufallsvariable statt einer reellen Zahl erhélt:

Definition 4.7.5. Sei ¢(x) = E(Y|X = x) geméf Definition 4.7.4. Dann nennt man die
Zufallsvariable ¥(X) = E(Y|X) die bedingte Erwartung von Y gegeben X.

Es gilt wie im diskreten Fall der Satz vom iterierten Erwartungswert (Satz 3.7.6):

Satz 4.7.6 (Satz vom iterierten Erwartungswert). Sei ¢(X) = E(Y|X) eine bedingte
Erwartung nach Definition 4.7.5. Dann gilt

Dies ist aquivalent zu den Schreibweisen
EEY|X)) = E(),

/OO EY|X =2)fx(z)de = E().

—0oQ
Ebenso gilt der Varianzzerlegungssatz analog zu Satz 3.7.11:

Satz 4.7.7 (Varianzzerlegungssatz). Sei Y|X eine stetige bedingte Zufallsvariable. Dann
gilt:
Var(Y) = E(Var(Y|X)) + Var(E(Y|X)).

Setzen wir mit diesem Wissen Beispiel 4.7.3 fort:

Die Berechnung von E(Y') und Var(Y') direkt iiber fy(y) = log (%), 0 <y < 1, war recht

umsténdlich (Maple). Nun ist aber bekannt, dass Y|{X =z} ~ U(0, ) und X ~ U(0, 1).
Mit den Sétzen 4.7.6 und 4.7.7 ergibt sich wesentlich einfacher:

BY) = B(E(1X) =B (5] = 5B = §
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und

Var(Y) = E(Var(Y|X)) + Var(E(Y]X))

= E (1X2> + Var <;X>
1

= EE()(Q)Jr Var(X)

= %(Var )+ Var(X

1 1 1 1 1
- 12<12+4>+4'12
1 1 1 1
23711
7
144

Auch die Berechnung von E(X -Y') kann iiber bedingte Erwartungen erfolgen:

E(X-Y) = EE(X-Y|X))
= E(XE(Y]X))

Beispiel 4.7.8 (Bivariate Standardnormalverteilung). Fiir einen bivariat standardnormal-
verteilten Zufallsvektor (X,Y) gilt:

fx v(z,y)
Ix(x)

fY\X(y‘x)

Lemma 4.6.10

1 < 1(y—pw)2>
= eXp| 5 5 |-
V2714 /1 — p2 2 1-p

Folglich ist
YHX =2} ~N(p-z,1-p?),

und somit ergibt sich
EY|X=x2)=p-z und EY|X)=p-X.
Analog gelten

X|{Y:y}~N(poy,1—p2) und E(X[Y)=p Y.
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Fiir die bedingten Verteilungen bei der allgemeinen bivariaten Normalverteilung (vgl. De-
finition 4.6.11) ergibt sich:

YH{X =2} ~ N<V+p-

XY =y} ~ N(u+p-

(z = ). 721 = p?))

(y—v), 01— p2)) :

S1Q9lN

Bemerkungen:
1. Die Faktorisierung
fxy(ey) = fx(@)- fyix(ylo)
fxvy(@ y) = fr)- fxy(ly)

wird héufig zur Charakterisierung von gemeinsamen Dichten durch univariate Dich-
ten benutzt. Sie wird insbesondere zur Simulation von bivariaten Verteilungen ver-
wendet. Allgemein gilt:

f(z1,...,xn) = f(z1) - f(z2|z) - flxs|zr, z2) - ... - flon|z1, ... Tne1). (25)

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden die Indizes der Dichte weggelassen. Es
ist jedoch selbstverstindlich, dass es sich um jeweils verschiedene Dichtefunktio-
nen handelt. Die Faktorisierung behilt auch bei jeder anderen Reihenfolge der Indi-
zes 1,2,...,n ihre Giiltigkeit, beispielsweise gilt

f@r, . an) = f(an) - f(@n-ilon) - f(@n—2l2n, tn-1) ... fl21|zn, 2o, 22).

Hat X1,..., X, die Markov-Figenschaft, so lassen sich die bedingten Dichten in (25)
vereinfachen:

flx1, ooy zp) = f(21) - f(22|21) - f(23]|22) - oot + f(TR0|TH—1)-

Die Markov-FEigenschaft impliziert somit

flxilza, oy 2ic1) = failriot)

fir alle ¢« = 2,...,n, d.h. gegeben die “Vergangenheit” X1 = z1,...,X;-1 = x;_1
héngt die Verteilung von X; nur vom letzten Wert X; 1 = x;_; ab.

2. Die Technik des Bedingens, der Berechnung von bedingten Erwartungen etc. lasst
sich analog auch auf Zufallsvektoren anwenden, bei denen eine Komponente stetig,
die andere hingegen diskret ist. Alle Rechenregeln behalten ihre Giiltigkeit.

Beispiel 4.7.9 (Beta-Binomialverteilung). Die Beta-Binomialverteilung findet haufig An-
wendung in der Modellierung von Uberdispersion (engl. overdispersion). Das bedeutet, dass
die Varianz der Daten grofer ist als man unter Annahme einer Binomialverteilung erwarten
wiirde.

Die Konstruktion dieser Verteilung ergibt sich wie folgt:

X ~ Be(a,b)
Y{X =2} ~ B ),
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wobei n als fest vorausgesetzt wird.
Dies definiert die gemeinsame Verteilung mit der Dichte- bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion

fxvy(z,y) = fx(@) fyix(ylo)
1

= Bu 21— 2)t L <Z> 2V(1 — z)"

n 1 +y—1 btn—y—1
_ a 1— n—y
<y> Ba by 4o

fir 0 <z <1lundy € {0,1,...,n}. Daraus berechnet man leicht durch Rausintegrieren
von z die Randverteilung von Y:

1
fr(y) = /0 Ty (@, y)de

n 1 ! at+y—1 b+n—y—1

= (Z)(ibB(Ger’bJrn_y)
(

B(a, b)
(n) I'(a+0) ‘ Fa+y)T'(b+n—y)
y) T'(a)T'(b) I'(a+b+n)
I'(a+0)

" T(a+b+n)l(@l () <y>T(a +y)L(b+n—y)

fir y € {0, 1, ..., n}.
Definition 4.7.10 (Beta-Binomialverteilung). Sei X eine Zufallsgrofe mit der Wahr-

scheinlichkeitsfunktion

I'(a+0b)
I'(a+b+n)I'(a)l(b)

Fx(z) = -<Z>r(a+x)r(b+n—x)

fir x € {0, 1, ..., n}. Dann heikt X Beta-binomialverteill, und man schreibt
X ~ BeB(n, a, b).

Fortsetzung von Beispiel 4.7.9 Die Beta-Binomialverteilung besitzt folgende Spezial-
félle:

1. Fiir a = b =1 ergibt sich:

fr(y) = r(2+71;)(12‘)(1)r(1) (Z)-F(y+1)f‘(1+n—y)
1 n!
B (n—i—l)!.y!-(n—y)!.y!'(n_y)!
1
- n+1

fir y € {0, 1, ..., n}. Also ist BeB(n, 1, 1) eine Gleichverteilung auf {0, 1, ..., n}.
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2. Fiir n = 1 ergibt sich:

I'(a+0)

1
fry) = Tatb+ @0 (y)F(a+y)F(b+1—y)

_ o firy=1
aL+b firy=20

a 4 a 1=y
= 1—
(i) (-755)

Also ist BeB(1, a, b) eine Bernoulliverteilung mit dem Parameter 7 = 2% In diesem

Falle ist keine Uberdispersion maglich.

Erwartungswert und Varianz der Beta-Binomialverteilung lassen sich wie folgt bestimmen:

E(Y) =EEY]X)) =E(n- X) =n-E(X) = naj—b
und
Var(Y) = E(Var(Y|X))+ Var(E(Y]X))
= E(n-X(1- X))+ Var(n- X)

= n[E(X) — E(X?)] +n? Var(X)
= n[B(X) - E(X?)] +n?[E(X?) - (B(X))?]
= n[E(X?*)(n—1)+EX)[1—n-EX)].

Aus Abschnitt 4.4.7 ist bekannt, dass

a
E(X) =
(X) a+b
1 1
E(Xz) _ a a+ — B(X) a+

a+b at+b+l at+b+1

Somit ergibt sich:

a+1
a+b+1
[(a+1)(n—1) ) n-a]

Var(Y) = n|E(X) (n—1)+BX)1—-n- E(X)]]

a+b+1 Ca+b
b2 4+ nb + ab
_(a—i—b—i—l)(a—kb)}
[ bla+b+n)
_(a—i—b—i—l)(a—l—b)}
[ b a+b+n
_a+b'a+b+1]

a a+b+n
= nEX) _(1_a+b)a+b+1]
a+b+n
a+b+1°

I

= nEX)( - E(X))
I
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I) Varianz der Binomialverteilung

IT) Multiplikation mit einem Faktor grofer 1 fiir den Fall n > 1, also den Fall, dass
Dispersion auftritt. Dieser Faktor C heift auch Dispersionsfaktor.

Eine hiufige Parametrisierung der Beta-Binomialverteilung lautet

a

po= a+b
1

P atbt1

Damit ergibt sich nun:
EY) = nu
Var(Y) = nu(l - p)(1+ (n - 1)p)
= nu(l—p)C

Man beachte:

1. Fiir n = 1 ist C = 1. Es gibt also keine Uberdispersion bei der Bernoulliverteilung.
Siehe hierzu auch den Spezialfall 2 in diesem Beispiel.
2. Es gilt allgemein fiir n > 1:
C:1+n7_1:1+(n—1)p<1+(n—1):
a+b+1
Das heifst, dass fiir n > 1 somit C' < n fiir alle a, b € R gilt.

4.8 Funktionen von Zufallsvariablen

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte fx und g : R — R eine Funktion. Dann ist
(unter Regularititsbedingungen) auch Y = ¢g(X) eine Zufallsvariable. Die Verteilungsfunk-
tion von Y ergibt sich zu

Fy(y) = Y

IN

Y)
<)
€ (—o0, yl)

X € g ! (—o0, y))

fx(x)dx

~1(—00,y]

\
QQ\J“U"U"U"U
s

wobei g71(A) = {z € R : g(z) € A}. Durch Differenzieren kann man nun hiufig fy (y)
bestimmen.

Beispiel 4.8.1 (x2-Verteilung). Sei X ~ N(0,1) und g(z) = 2. Dann hat Y = g(X) die
Verteilungsfunktion

P(Y <y) =

"U

(X* <
(—vy <X <)
(Vy) — (=)

= 2®(y/y)—1 fiiry>0.

)

I
“U
I/\ <

I
KA
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Differenzieren liefert

Man nennt Y x2-verteilt mit einem Freiheitsgrad, kurz Y ~ x2(1). Vergleicht man die
Dichte von Y mit der Dichte der Gammaverteilung (vgl. Abschnitt 4.4.4), so sieht man,
dass die y2-Verteilung mit einem Freiheitsgrad offensichtlich ein Spezialfall der Gamma-
verteilung ist: Y ~ G(%7 %)

Beispiel 4.8.2 (Lineare Transformationen). Die Funktion g(x) = ax + b sei eine lineare
Transformation mit a, b € R und @ # 0. Dann hat Y = g(X) = aX + b die Verteilungs-
funktion

P(x <u2) = Py (2 fiir a > 0

PY<y)=PaX+b<y) =
P(X>Ut) =1 Fy (%) fira<o.

Differenzieren liefert

Fr(y) = lal ™ fx (y"’) |

a

Insbesondere gilt fiir lineare Transformationen der Standardnormalverteilung:
X ~N(0,1) = Y =aX +b~ N(b, a*).
Bei streng monotonen Funktionen g(z) gilt allgemein:

Satz 4.8.3 (Transformationssatz fiir univariate Dichtefunktionen). Sei X eine stetige Zu-
fallsvariable und g(z) streng monoton mit Umkehrfunktion g~'(y) und stetiger Ableitung

789:9;(3”). Dann hat die Zufallsvariable Y = g(X) die Dichtefunktion

99 (y)
dy

Foly) = \ ] )

Beweis. Sei zunichst g(x) streng monoton wachsend. Dann ist auch g~!(y) streng monoton

wachsend, also 89:97;@) > 0 und

Fy(y) = P(Y <y)

Differenzieren liefert
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99~ (y)
0y

Falls g(z) streng monoton fallend ist, ist < 0 und somit

Fy(y) = P(Y <y)

Differenzieren liefert

Iy = =5 (=fx(g7 W)
-1
S Tt

O

Satz 4.8.3 ist dufserst wichtig. Viele Dichtefunktionen von stetigen Verteilungen kénnen
mit seiner Hilfe berechnet werden, wie folgende Beispiele zeigen:

Beispiel 4.8.4 (Log-Normalverteilung). Sei X ~ N(u, 02). Dann ist Y = exp(X) log-
normalverteslt. Hier ergibt sich:

_ dg  (y 1
g(z) = exp(z) = g~ '(y) =log(y) = W _1
dy y

Damit folgt:

11 1(log(y) — w)?\ ..

=—— —— f 0.
fr () y Varg P < 5 s iir y >
Man kann zeigen, dass
1
E(Y) = exp <,u + 202> ,

Var(Y) = exp(2u+ 0%)(exp(o?) — 1).

Beispiel 4.8.5 (Inverse Gammaverteilung). Sei X ~ G(a, b) mit a,b € R*. Dann ist
Y = X! ~1G(a, b) invers gammaverteilt. Hier ergibt sich:

—1
y=g(z)= % — g '(y) = ; — 8gay(y) = —;2-
Somit folgt
-1
) = x| 20
B ba'(%)a_l-eXp(—g) 1
B I'(a) 2

s () e (<)
T(a) \y P\7y
be b

= —(otD) | ex (—) .
T(a) ¥ Py

74




Es gilt:

EY) = - E . fiir a > 1, (26)
b? y
Var(Y) = TR ) fiir a > 2. (27)

o Zu (26):

EY) = /OOO y- fy(y)dy

wly e (o)
= — . cexp| —— | d
I'(a) Jo vy Yy Y

Ta) o ¥ "“P\y)Y

b T(a—1)
~ T(a) bo!
b

= flira > 1, b > 0.
a—1

e 7Zu (27): Bekanntermafen gilt Var(Y) = E(Y?) — E(Y)?, und mit

E(Y?) = /Ooo y? - fr(y)dy

b /°° 2 _(a+1) ( b)
= . cexp| —— | d
Mo 77 y) "

b2 /oo ol ( b)
= == v cexp | —— | dy
I'(a) Jo )

b T'(a —2)
[(a) b22
b2
= — fu 2,b>0
(a—l)(a—2) ur a > 2, 0 >

ergibt sich:

b? b?
Varl) = TR (a1
(a —1)b% —b*(a — 2)
(a—1)*(a—2)
b2
(e —1)%*(a—2)

fira > 2,b>0.

Beispiel 4.8.6 (Wichtige Eigenschaft der Standard-Cauchy-Verteilung). Sei X standard-
Cauchy-verteilt. Dann ist Y = % ebenfalls standard-Cauchy-verteilt, denn

1 1 o9 Y y)

y=9@) =7 =g 'y= = —5 ==

1
—=.
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Somit folgt:

mw:h@WW%yw
_ 1 1 ’_1
= p 1+(%)2 y2
1 1
SR

Allgemeiner kann man auch folgendes Szenario betrachten: Sei X = (X7, X3)7 ein bivaria-
ter Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichtefunktion fx, x,(x1, x2). Seien g und h Funktio-
nen von R? — R. Wie lautet die gemeinsame Dichte des Zufallsvektors Y = (Y7,Y2)T =
(9(X1, X2), h(X1, X2))"?

Zur Losung dieses Problems benétigt man die Jacobi Determinante einer eineindeutigen

Abbildung
T - < x ) < Al )
T2 Y2

mit einer Umkehrfunktion 7~1. Hierbei sind

r1 = z1(y1, y2)
T2 = $2(y1,y2)

die Komponenten der Umkehrfunktion 7~!. Existieren die stetigen partiellen Ableitungen

gz? fiir i, j € {1, 2}, so ist die Jacobi Determinate definiert als
J

Oz1 Oz
T=Jw)=| g | =onon Sndn
3 Ous 0y1 0ya  Oy1 Oy

Mit der Jacobi (Determinante) ldsst sich nun der Transformationssatz fiir bivariate Dich-
tefunktionen formulieren:

Satz 4.8.7 (Transformationssatz fiir bivariate Dichtefunktionen). Sei X = (X7, Xo)7
ein bivariater Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichtefunktion fx, x,(z1, z2). Dann hat
Y = (Y1, Y2)T =T (X1, Xo) die gemeinsame Dichtefunktion

Frova (1. y2) = |J (Y1, y2) |- fx1,x0 (21 (Y1, y2), 22 (y1, y2)) fir (z1(y1,v2), z2(y1,92)) € Tx,, X
DA 0 sonst.

Ahnliches erhilt man fiir Transformationen 7 : R” — R™. Hierbei handelt es sich dann um
den Transformationssatz fiir multivariate Dichtefunktionen. Hierfiir sei auf entsprechende
Literatur verwiesen.

Beispiel 4.8.8. Sei X = (Xj, X2)T ein bivariater Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichte-
funktion fx, x,(z1, x2). Weiter sei T~1 definiert durch

X1 = aYr +bYs
Xy = C}/i+dY27

76



wobei ad — bc # 0. Dann ist

fY1,Y2(y17 y2) = ‘ad - bc’ : fXLXQ(a’yl + byg, cy1 + dy?)'

Beispiel 4.8.9. Seien X, Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichtefunktion fx y(z, y).
Dann hat U = X - Y die Dichtefunktion

o = [ty (o %) ol

Beweis. Sei T(z, y) = (zy, )" = (u,v)”. Dann ist T~!(u, v) = (v, %) mit der Jacobi

J(uv)—‘au gzl—'o % _—
BRI
Daher ist
fov(u, v) = o™ fx v <v, %) :
Durch Rausintegrieren von v erhélt man das obige Ergebnis. O

Beispiel 4.8.10. Seien X7, X5 unabhéingige exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Pa-
rameter A. Dann sind

Y = Xi+Xo

X1
Yo = —
2 X,
uanbhéngig. Denn: Sei
(3)-(3)
L2 Y2
mit
Yy1 = T1+ T2
T1
Y2 = —.
Z2

Die Komponenten der Umkehrfunktion 7! ergeben sich zu

= Y1Yy2
' L+
Y1
Tro = y
L+
und man errechnet leicht folgende Jacobi:

Y1
JWi, y2) = -
) =y
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Daher ist

i ve (1, y2) = fo X <y1y2 Yl )
1,2 ? y22 1, A2 1+y271+y2

X1, X unabh. no ( Y1y2 )-fx ( Y1 )
(1+y2)? "\ 14y N1+

- gl e (e ))

Y1 und Y3 sind unabhéngig, da fy, v, (y1, ¥2) = fvi(y1) - fro(y2) gilt. In der Tat ist
Y1 ~ G(2, A\) und Ya ~ F(2, 2) eine F-Verteilung mit jeweils zwei Freiheitsgraden.

4.9 Summen von Zufallsvariablen

Satz 4.9.1 (Faltungssatz). Falls X und Y gemeinsame Dichtefunktion fx y(z,y) =
f(z, y) besitzen, so hat Z = X +Y die Dichtefunktion

z) = /_OO Ixv(z, z—xz)dx = /_OO fxy(z =y, y)dy.

Beweis. Sei A = {(z, y) : v +y < z}. Dann ist

Fz(2) = P(X+Y <2z)

— // f(u, v)dudv
_ / / f(u, v)dvdu
Subst.: z=u, y=v+u / / f(;c, y — x)dydx
=—00 JYy=—00

_ /y:oo /:OO Fz, y — z)dady.

Somit ist [° _ f(x, z — x)dz die zugehdrige Dichtefunktion fz(z) von Z. O

Sind X und Y zusitzlich unabhéingig, erhdlt man
x4y (z / fx(@) - fyr(z —a)dx
| axte= v sy

In Analogie zum diskreten Fall nennt man fxy die Faltung von fx und fy.
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Beispiel 4.9.2. Seien X ~ N(0, 1) und Y ~ N (0, 1) unabhéngig. Dann hat Z = X +Y
die Dichte

fa(2) = /_ Z e <_;x2) . V%exp <_;(z _ xv) »
- /o; - (-i(ﬁ + (e x)2)> dz.

Fiir die weitere Berechnung ist folgende Uberlegung zu (22 + (2 — z)?) hilfreich:

2+ (2 — x)? = 22+ 2% — 2zx + 22

= 202 + 2% — 221

1
= 2% — zx + =2%)

2
1 1
= 2(z — §Z)2 + 522
=V2(z—3 1
v (:m 3%) 02+522

Somit ergibt sich mit der Substitution v = g(z) = vV2(z — 32), also ¢'(z) = V2,

fz(z) = /_Z;Texp (—;($2+(2—x)2)> dz

_ é[i;rexp <—;(x2—|—(z—:v)2)> V2 dx

1 1, /°° 1 1o,
= ——exp|——2")- exp | —=v” | dv
oy P\ 7y o Var P T

=1

1 15
= 2\/7>Texp (—4z > :
Vergleicht man dies mit der Dichtefunktion der Normalverteilung, so erkennt man, dass
Z ~ N(0, 2).
Allgemein gilt fiir zwei unabhéngige normalverteilte Zufallsgrofen:

Satz 4.9.3 (Summe von Normalverteilungen). Seien X; ~ N(u;, 02), i = 1,2, ...,n,

unabhdngige normalverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt fir Z =% | X;:

n n
Z ~ N (Z,ui, ZO‘?) .
i=1

=1

Satz 4.9.4 (Summe von Gammaverteilungen). Seien X; ~ G(ay, (), i =1, 2, ...,n, un-
abhdngige gammaverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt fir Z =% | X;:

Z~G (Zai, ﬁ) ,
=1
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Beispiel 4.9.5. Die Anwendung von Satz 4.9.1 wird deutlich komplizierter, wenn der
Tréger von f(x, y) von z und y abhéngt. Sei nun

1 .

= firo<y<zx<l1
flz,y) = {‘”

0 sonst.

Dann ist fxiyv(2) = [, %dm fiir 0 < z < 2, und fiir
1
A={z:0<z—z<z<1}= [zz,min(z, 1)]

Somit ergibt sich fiir 0 < z <1

fz(z) = /Z L

und fir 1 <z <2

fz(2) = ﬁl L

Beispiel 4.9.6 (Entfaltung, engl. deconvolution). Seien X ~ N(u,02) und Y ~ N(v,72)
unabhéngig. Nach Beobachtung der Summe Z = X + Y md&chte man nun Riickschliisse
auf X (bzw. Y) ziehen. Da Z ~ N(pu + v,0% 4+ 72) und Cov(X, Z) = o2, lisst sich iiber
Definition 4.6.11 zeigen, dass

2

X|{Z:z}~N<u+ﬁiﬂ(z—(uw)),a? <1—02"+272>)

4.10 Multivariate Normalverteilung

Der Kern der Dichte der univariaten Standardnormalverteilung ist exp (—%wQ), also eine

exponierte quadratische Form in z. Der Kern der Dichte der bivariaten Standardnormal-
verteilung ist exp (—%(1'2 — 2pxy + yz)), also eine exponierte quadratische Form in z und y
(vgl. Definition 4.6.11).

Die Verallgemeinerung zur n-dimensionalen Normalverteilung von Zufallsvariablen
X1, Xa, ..., X, gelingt daher iiber die Einfithrung einer quadratischen Form

n n
Q@) = 3° wyrir; =" A
i=1 j=1

wobei & = (1, 29, ..., 7,)T und die (n x n)-Matrix A = (a;;) reell und symmetrisch sei
mit det(A) = |A| # 0. A heifit positiv definit (kurz: A > 0), falls Q(x) > 0 fiir alle  # 0.

80



Satz 4.10.1. Es gilt:
A>0 <<= MN>O0firalei=1,...,n,

wobei \; die Figenwerte der Matrix A sind.
Beweis. Zu A gibt es eine Zerlegung
A B A BT
(nxn)  (nxn) (nxn) (nxn)’
wobei B orthogonal ist und A diagonal mit Elementen \;, ¢ =1, 2, ..., n, auf der Diago-
nale. Daher:
Qx) = 2TAx
= z'B A B'z
—— ~—
y" y
(1xmn) (nx1)
n
- St
i=1
und 7 Az > 0 fiir & # 0 genau dann, wenn \; > 0 firallei =1, 2, ..., n O
Hieraus ergibt sich folgende Frage: Wann ist
f(x) = K -exp <—2.'L'TAJ:>
fiir £ € R™ eine legitime Dichtefunktion fiir den Zufallsvektor X = (X1, Xo, ..., X,)7?
Wir {iberpriifen Positivitdt und Normiertheit:
1. f(x)>0firallex e R" = K >0
2.
L 7
f(x)dz = K- exp | —5@ Az | dz
R
1 n
o f e (-3 3 )
R i=1

R

L 2T

n
2

ﬁ

~—

(2m

K-
|A

det(A)=| A|=TTi_, A

o 3
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Aus 1. und 2. folgt:
f(z) ist Dichte <= A ist positiv definit.
Somit ergibt sich:

n 1
f(x) = (27r)_5]A]% exp (—QwTAac> .
Man zeigt leicht, dass E(X) =0, d.h. E(X;) =0firalei=1,...,n.

Definition 4.10.2 (Multivariate Normalverteilung). Ein Zufallsvektor X = (X1,..., X,,)T
hat eine multivariate Normalverteilung mit Parametern g = (u1, pio, ..., fin)’ und
> = A~} falls die Dichtefunktion von X die Form

(o) = () H2l ey (~ 5@ - w5 e - )

hat. Notation: X ~ Ny (i, X).

Satz 4.10.3. Sei X ~ N,(u, X). Dann gilt
1. B(X) = p,
2. Cov(X) =X.

Somit kénnen wir die Parameter p als Erwartungswertvektor und X als Kovarianzmatriz
von X identifizieren. Alternativ kann man auch die Prizisionsmatric A = £~! an Stelle
der Kovarianzmatrix zur Parametrisierung der Normalverteilung verwenden.

Satz 4.10.4 (Lineare Transformationen von multivariaten Normalverteilungen). Sei
X ~ Nyp(p, ), D eine (m x n)-Matriz vom Rang m <n und b € R™. Dann gilt

Y =DX +b~ N, (Du+b, DEDT).

Es folgen einige Anwendungen und Spezialfélle des Satzes 4.10.4. Dazu bendtigen wir die
Zerlegung der Kovarianzmatrix ¥ in ¥ = LL? fiir eine (n x n)-Matrix L. Beispielsweise
liefert die Cholesky-Zerlegung eine (eindeutige) untere Dreiecksmatrix L mit dieser Eigen-
schaft. Aus ¥ = LL” folgt sofort

2—1 — (LT)—lL—l — (1‘1—1)1_'1'1—17
d.h. es folgt =71 = MMT mit M = (L™H)7.

1. Simulation einer multivariaten Normalverteilung aus einer multivariaten
Standardnormalverteilung.

Sei X ~ N, (0, I) multivariat standardnormalverteilt (I ist die Einheitsmatrix) und
Y =LX +p. Dann ist Y ~ N, (L -0+ pu, LILT) = N, (1, Z)-verteilt.
2. Standardisierung von multivariaten Normalverteilungen.

Sei X ~ Np(pt, Z)und Y = M7 (X — p). Dannist Y ~ N, (M T (u—p), MTEM) =
N, (0, (L~YHYLLT(L™YHYT) = N, (0, I)-verteilt.
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3. Linearkombination von Normalverteilungen.

Sei X ~ Np(p, X) mit g = (1, po, oy pin)? und 3 = (0ij)ij, wobei oy = 012 ist.
Dannist Y =a’X + b= Z?:l a; X; + b wieder normalverteilt mit

EY) = a’E(X)+0b
= alp+b

n
= Z aip; + 0
i=1
und

Var(Y) = a'Za

n o n
= E E aiajaij

i=1 j=1
n
_ 2 2 T
= g a;o; —|—2§ ;05055
i=1 i<j

Abschliefsend folgt ein Satz, der als Verallgemeinerung von Beispiel 4.7.8 angesehen werden
kann.

Satz 4.10.5. Sei X ~ Ny, X) multivariat normalverteilt, wobei X = (X1, X7 in
die m- bzw. n-dimensionalen Vektoren X, wund Xo partitioniert sei. Sei ferner

p=(pi,p3)" und
Y XY )
> —
( o1 XYoo
analog partitioniert. Dann gilt fiir die Randverteilung von X4
X1~ Nm(py,%11)

und fiir die bedingte Verteilung von X1 gegeben Xo = a9

X1{X2 = z2} ~ Npn(p1)2, Z1p2)

Bip =t + S1255) (T2 — po)
und 21|2 = 211 — 2122;21221.

4.11 Von der Normalverteilung abgeleitete Verteilungen

Satz 4.11.1. Seien X1, Xo, ..., X,y ~ N(p, 02) unabhingig. Dann gilt

S
I
N | =
NE
>
2
=
N
=
3
N——




Alternativ findet man auch folgende dquivalente Aussage fiir S2:

n—1
o2 52 ~ X727,—1
bzw. )
o
§% ~ n— 1X721—1
Es fallt auf, dass B
E(X) =u
und
n—1

E(SQ) _ 2 20_2

202

i
L

gilt. Somit sind die Schitzer X und S? erwartungstreu fiir p und 0. Weiterhin gilt:

Satz 4.11.2. Seien X1, Xo, ..., X» ~ N(p, 0%) unabhingig. Dann sind X und S* unab-
hdingig.

Beweis. Siehe Buch von Grimmett und Stirzaker auf Seite 120. O

Im Folgenden wollen wir noch anmerken, dass eine bestimmte Funktion von X t-verteilt
ist. Dazu betrachten wir die beiden Zufallsvariablen

n—1 9
U = o2 5%~ Xn—1
wmd Vo= YR )~ N, 1)
o
und bilden v
T = .
U
n—1

Dann ist T' t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden: T' ~ t(n — 1).

Abschliefend betrachten wir eine hiufige Konstruktion der F-Verteilung: Seien U ~ x?2
und V' ~ x2 unabhiingige Zufallsvariablen. Dann heifit

F =

SRS

F-verteilt mit den Freiheitsgraden r und s. Notation: F' ~ F(r, s). F ist also der Quotient

aus einer G (%, %)—verteﬂten und einer davon unabhingigen G (%, %)—verteilten Zufallsva-

riable. Die F-Verteilung wird hufig im Rahmen des linearen Modells und der Varianzana-
lyse zum Testen verwendet. Auf folgende zwei Eigenschaften sei hingewiesen:
1. F~Y ~ F(s, 7).

2. Falls T ~ t(r), dann T? ~ F(1, 7).
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4.12 Simulation aus stetigen Verteilungen

Ziel ist die Erzeugung von "unabhéngigen” (Pseudo-)Zufallszahlen am Computer aus einer
Verteilung mit der Dichtefunktion f(x) bzw. mit der Verteilungsfunktion F'(z). Als Basis
dienen "unabhéngige” gleichverteilte (Pseudo-)Zufallsvariablen U; ~ U(0, 1), i € N.

Das Inversionsverfahren, welches wir bereits in Satz 3.3.16 fiir diskrete Zufallsvariablen
kennengelernt haben, ist fiir stetige Zufallsvariablen auf Grund der im Allgemeinen stetigen
und streng monotonen Verteilungsfunktion wesentlich einfacher zu beweisen.

Satz 4.12.1 (Inversionsverfahren). Sei die Verteilungsfunktion Fx(x) stetig und streng
monoton auf dem Triger. Dann ist die Quantilsfunktion F (u) eindeutig definiert, und es
gilt fir U ~U(0, 1):

Fy(U) ~ Fx,

d.h. X hat Vertetlungsfunktion Fx.
Beweis. Entweder iiber den Transformationssatz fiir Dichten oder direkt:
P(Fx(U)<z) = P{U < Fx(x))
= Fx(z),
daU ~U(0, 1). O

Beispiel 4.12.2 (Exponentialverteilung). Sei Fix(z) = 1—exp(—Az) mit A > 0, d.h. Fx(z)
ist stetig und streng monoton. Dann berechnet man die Quantilsfunktion von Fx (x) iiber

u = 1—exp(—A\x)
sexp(—Azr) = 1—u
& -z = log(l—u)
1
& T = -3 log(1 — w),

also Fiy(u) = —3 log(1 — u). Unter Beachtung von U ~ U(0, 1) = 1 —U ~ U(0, 1) folgt
nach dem Inversionsverfahren: .

X = Y log(U)
hat Verteilung F'y, d.h. ist exponentialverteilt mit Parameter .

Beispiel 4.12.3 (Standard-Cauchy-Verteilung). Gegeben sei die Dichtefunktion

1
f(fﬁ):m-

Die zugehorige Verteilungsfunktion und deren Quantilsfunktion ergeben sich als

v 1
re = |

T

= % larctan(u)]”

L tan(x) +
= —arctan\x —
s 2

and  F(u) = tan<7r(u—;)>.
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Also ist X = tan (m(U — 1)), der Tangens einer U(—m/2,7/2)-verteilten Zufallsvariable,
Standard-Cauchy-verteilt.

Leider ist eine Verteilungsfunktion bzw. deren Inverse hiufig nicht analytisch zugénglich.
Beispiele hierfiir sind:

e Normalverteilung,
e Gammayverteilung,
e Betaverteilung.

Zur Simulation dieser Verteilungen finden andere Verfahren Anwendung, die auf der Dich-
tefunktion fx(z) an Stelle von Fx(z) basieren. Am wichtigsten ist das Rejection Sampling
(Verwerfungsmethode) zum Erzeugen von Zufallszahlen aus einer stetigen Verteilung mit
Dichte fx(x).

Hierzu verwendet man zwei unabhéngige Zufallsvariablen U und Z, wobei U ~ U(0, 1)
und Z ~ fz. Die Dichte fz ist beliebig zu wéhlen, es muss jedoch ein a > 1 existieren mit

fx(z) <a-fz(z) firalle z€R.

Nun gilt:
P(Z <z|la-U- fz2(2) < fx(2))
_ P(Z<z,0-U-f72(Z) < fx(2))
Pla-U- fz(2) < fx(Z))
2 Pla- U f2(2) < fx(2)|Z = 2) f2(2)dz (28)
JIZ Pa-U-f2(2) < [x(2)|Z = 2) [2(2)d>
Nun ist

_ B fX(Z) . fX(Z)
Pla-U-fz2(2) < fx(Z)|Z=2)=P <U = a-fz(z)> Ca-fz(2)

da nach Annahme fx(z)/(a- fz(2)) <1und U ~ U(0,1). Somit ist

It L (2)de

0 a-fz(2)

[ af;fz 2L f2(2)dz

J2o fx(2)dz

fj;ofx (2)dz
= /_ fx(z)dz
= Fx(2),

d.h. bedingt auf das Ereignis E = {a - U - fz(Z) < fx(Z)} hat die Zufallsvariable Z die
gewiinschte Verteilungsfunktion Fy mit zugehoriger Dichtefunktion fx.

(28)

Der Rejection Sampling Algorithmus zur Erzeugung von X ~ fx lautet also:
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1. Erzeuge unabhéngige Zufallsvariablen Z ~ fz und U ~ U(0, 1).

2. Falls U < a]_c}(z((ZZ)), setze X = Z (acceptance step).

3. Ansonsten gehe zuriick zu 1. (rejection step).
Bemerkungen:

1. Die Groke a(z) = fx(z)/(a- fz(z)) nennt man Akzeptanzwahrscheinlichkeit, da die
Realisation Z = z aus fz mit genau dieser Wahrscheinlichkeit als Zufallszahl aus fx
akzeptiert wird.

2. Jedes Paar (U, Z) erfiillt die Bedingung E mit Wahrscheinlichkeit a~!:

Pla-U-f7(2) < fx(2)) = /oofx(z)

—0o0 a'fZ(z)

= /OO fX(Z)dz
oo G
= a_l

Da die einzelnen Versuche unabhingig sind, folgt, dass die Anzahl der Versuche
bis zum ersten Erfolg geometrisch verteilt ist. Also ist die erwartete Anzahl von
Versuchen bis zum ersten Erfolg gleich a.

fz(2)dz

Beispiel 4.12.4 (Rejection Sampling aus der Normalverteilung). Im Folgenden wollen wir
mit Hilfe der Standard-Cauchy-Verteilung Zufallszahlen aus der Standardnormalverteilung
erzeugen. Somit ist

1 1
fx(x) = exp(—fx2> (Standardnormalverteilung),
V2 2
1 1
fz(z) = s (Standard-Cauchy-Verteilung).

Man erkennt leicht (zum Beispiel durch Ableiten), dass

B fx(z) 7 1 T2 27 N
oo B0 =5 (e 0)) = [F e s

eine geeignete Konstante ist. Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ergibt sich zu

_ Ix(z) e 1
o= B s ron( 1)
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5 Erzeugende Funktionen und deren Anwendungen

5.1 Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktionen

Die Idee von erzeugenden Funktionen (engl. generating functions) ist die Speicherung der
Information einer Folge a = {a; : i = 0, 1, ...} von reellen Zahlen in einer Funktion, zum
Beispiel in der (gewdhnlichen) erzeugenden Funktion G, welche durch

Ga(s) = i a; s’
=0

fiir alle s € R definiert wird, fiir die die Summe konvergiert.

Bezeichne mit G’gj)(s) die j-te Ableitung von G,(s). Dann ergibt sich

o

GW(s) = Zz a8t

=1

GP(s) = > i-(i—1)-a; 57
=2

GP(s) = D i (i—1)-..-(i—j+1)-a;-s7.
=]

Insbesondere ist offensichtlich

GO0) = jla;, — a; = ~G9(0).

a - a
4!

Man kann also die Folge a = {a; : i = 0, 1, ...} iiber die Ableitungen der erzeugenden
Funktion rekonstruieren.

Ein weiteres Beispiel fiir eine erzeugende Funktion ist die ezponential-erzeugende Funktion
Ea(s) =) a L (29)
i=0

fiir alle s € R, fiir die die Summe konvergiert. Hier gilt offensichtlich:

EY)(0) = a;.

a

In der Stochastik wird hiufig die erzeugende Funktion der Wahrscheinlichkeitsfunktion
f(i) = P(X =) einer diskreten Zufallsvariable X betrachtet. Unter anderem liefert dies
eine einfache Art zur Berechnung von Faltungen.

Definition 5.1.1 (Faltung). Die Faltung von zwei reellen Folgen a = {a; : i =0, 1, ...}
und b={b;:i =0, 1, ...} ist die Folge c = {¢; : i =0, 1, ...} mit
n
¢ = aoby, + a1bp—1 + ...+ apby = Z a;ibn—;-
i=0

Man schreibt ¢ = a * b.
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Fiir die gewohnliche erzeugende Funktion von ¢ = a * b gilt
Gc(s) = Ga(s) ’ Gb(s)v (30)

denn

G.(s) = icns"
n=0

o0 n
= E E a;bp_;s's" "

n=0 i=0

o o
= E E a;by_;s's" "

=0 n=1

(o, ¢] o0
= Z a;st Z by_is"
i=0 n=i
o0 (o]
= Z a;st Z b; s
i=0 §=0

= Gau(s) - Gp(s).

Beispiel 5.1.2. Seien X und Y unabhingige Poissonverteilte Zufallsvariablen mit Para-
metern A > 0 bzw. p > 0. Wie lautet die Verteilung von Z = X +Y?

Bisher haben wir eine solche Aufgabe mit dem Faltungssatz (Satz 3.8.2) gelost:
fxiv(z) =) fx(@) fr(z —2).

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion fx .y ist also die Faltung der Wahrscheinlichkeitsfunktio-
nen fx und fy. Daher liegt es nahe, die erzeugenden Funktionen der Wahrscheinlichkeits-
funktionen fx (i), fy (i) und fz(i) zu betrachten. Die von X lautet:

Gx(s) = > fx(i)-s
1=0
= Gx() = Y e s
=0

= exp(—A) Z ()\.S)Z

und analog ergibt sich fiir Gy (s)

Gy (s) = exp(u(s = 1)).
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Somit erhilt man nach (30)
Gz(8> = G)((S) . Gy(s)
= exp((A+p)(s—1))

und daher offensichtlich
Z=X+Y ~Po(A+ p).

Die Berechnung der Verteilung von Z = X +Y ist also iiber die erzeugenden Funktionen der
jeweilgen Wahrscheinlichkeitsfunktionen deutlich einfacher als {iber den Faltungssatz 3.8.2
(vgl. Beispiel 3.8.3). Man nennt die erzeugende Funktion einer Wahrscheinlichkeitsfunktion
die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion.

Definition 5.1.3 (Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion). Sei X eine diskrete Zufalls-
variable mit Trager 7 C No = {0, 1, 2, ...} und Wahrscheinlichkeitsfunktion f(i) =
P(X =1). Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion (WeF') (engl. probabilty generating
function; pgf) der Zufallsvariable X ist die erzeugende Funktion der Wahrscheinlichkeits-
funktion fx (i) von X:

Gx(s) _ Z fX(Z) Si Lemmg 3.3.3 E(SX>.
=0

Wir werden gleich sehen, dass Gx(s) zumindest fiir |s| < 1 konvergiert. Dafiir benétigen
wir einige Eigenschaften von Potenzreihen. Sei G4(s) = > oo, a; ' eine Potenzreihe, wobei
a=1{a;:1=0,1, 2, ...} eine Folge reeller Zahlen sei.

Satz 5.1.4. FEs gibt einen Konvergenzradius R > 0, so dass Gq(s) fir

|s| < R absolut konvergiert,
|s| > R divergiert.

Go(s) ist gleichmafig konvergent auf allen Mengen {s:|s| < R'} mit R’ < R.
Satz 5.1.5. G,(s) kann beliebig oft im Punkte s differenziert werden, falls |s| < R.

Satz 5.1.6. Fulls G,(s) = Gy(s) fiir alle |s| < R/, wobei 0 < R' < R, dann gilt a,, = by,
fir alle n. Weiterhin gilt:

1
_Lam
an = — G(0).

Satz 5.1.7 (Satz von Abel). Falls a; > 0 und G4(s) fir |s| < 1 konvergiert, dann gilt

1. Ga :Ga 1 = 7
im G (s) (1) ;a

egal, ob die Summe auf der rechten Seite konvergiert oder nicht.

Fir die WeF -
Gx(s) =) s'P(X =1i)

=0
einer Zufallsvariable X gilt

Gx(0) = P(X =0) und Gx(1) =1,

d.h. der Konvergenzradius von G x(s) ist mindestens gleich 1.
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Beispiel 5.1.8.

1. Die konstante Zufallsvariable X mit P(X = ¢) = 1 fiir ein ¢ € Ny hat die WeF
Gx(s) = s

2. Fiir die Bernoulliverteilung gilt bekanntermafen
PX=1)=p und P(X=0)=1-p=gq,
und somit ergibt sich fiir sie die WeF
Gx(s)=q+p-s.
3. Fiir die geometrische Verteilung gilt bekanntermafen
PX=k)=p1—pF ! mitk=1,2, ...,

und somit ergibt sich die WeF zu

Gx(s) = D pl—pFlts
k=1
= ps Y -pPt
k=1
= pes Y s-p)
k'=0
Geom.:Reihe ps
1—s(l—p)

4. Fiir eine Poissonverteilte Zufallsvariable X gilt gem&fl Beispiel 5.1.2:
Gx(s) = exp(A(s —1)).
Satz 5.1.9. Besitzt die Zufallsvariable X die WeF Gx(s), so gilt:
B(X (X—1)-...- (X —k+1)) =c¥(1).

Man nennt E(X - (X —1)-...- (X —k+1)) das k-te faktorielle Moment. Insbesondere gilt
somit

E(X) = Gk (1) = GY(1).

Bemerkung: Falls der Konvergenzradius von Gx(s) gleich 1 ist, so ist Gg];)(l) eine Ab-
kiirzung fiir

k . k
G(X) (1) = 1;%1 Gg() (s).
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Beweis zu Satz 5.1.9. Fiir s < 1 gilt:

Ga(s) = Y s P(X =i)

=0

GW (s) iz sTIP(X =14)
1=0

GP(s) = iz (i—1)-s72. P(X =1)
=0

GP(s) = ii-(i—l)-...-(i—kﬂ)-si—k-P(X:z’)
1=0

Fir s T 1 folgt mit Satz 5.1.7:

131%103’?@) = ;i-(i—l)~...-(i—k+1)-P(X:i)

= B(X-(X-1)...-(X —k+1)).

H&ufig bendtigt man Satz 5.1.9 zur Berechnung der Varianz:
Korollar 5.1.10 (Berechnung der Varianz). Es gilt:
Var(X) = B(X?) - [B(X))?
= E(X(X 1)) +E(X) - [E(X)]”
N———

2. fakt. Moment

= Gx(1)+Gx(1) - [Gx1)P.
Beispiel 5.1.11 (Poissonverteilung). Fiir X ~ Po()) gilt wegen

Gx(s) = exp(A(s—1))

G'x(s) = Xexp(A(s—1))
G%(s) = )\2exp(/\(s—1))
offensichtlich
E(X) = Gx(1)=2\
E(X(X-1)) = G%(1)=\?
und somit

Var(X) = G% (1) + G (1) =[G (D)2 = A2+ X =A% = \.
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Beispiel 5.1.12 (Geometrische Verteilung). Fiir die WeF einer geometrisch verteilten
Zufallsvariable X gilt

Bsp. 5.1.8 ps
GX(S) p: m
' _ p(1—s(1—p))+ps(l—p)
Gx(s) = (1—s(1—p))2
— ___r
(1-s(1-p))?
(e~ p2(l=s(=p)-(~(1-p)
G (s) = (1—s(1—p))*
. _2pd-p)
(1—s(1-p))*
Somit ergibt sich
_ _ P :1
BX) = Gx(1) = 5=,
E(X(X - 1)) =G%(1) = 2 'p(P}S—p) _ 2(1p; )

und schliefflich

Var(X) = G%(1) + Gy (1) — [('x (1)
2(1—-p) |1 1

Dieses Resultat ist direkt (ohne WeF') nur recht aufwindig herzuleiten.
Nun beschiftigen wir uns wieder mit Summen von unabhéngigen Zufallsvariablen:
Satz 5.1.13. Sind X und Y unabhdngig, so gilt:

Gx1v(s) =Gx(s) -Gy (s).

Dies gilt analog auch fiir n unabhdngige Zufallsvariablen X;, i =1,...,n:

n

Gy x,(s) =] Gx.(s).

Beweis. Es gibt hier zwei Beweismethoden:
1. Direkt iiber den Faltungssatz und (30).

2. XY unabhiingig = s¥ und s¥ unabhingig, insbesondere

E(sX-sY) = E(sY) - E(sY).

93



Damit folgt

Gxiv(s) = B(s*)
= E(s¥-sY)
= E(s%)-EB(sY)
= Gx(s) Gy(s)
O]
Beispiel 5.1.14 (Binomialverteilung). Seien X; ~ B(p), i = 1, ..., n, unabhéngig, so ist

S=X1+...+ X, ~B(n, p). Da
Gx,(s)=q+p-s
mit ¢ = 1 — p (vgl. Beispiel 5.1.8), folgt
Gs(s)=(qg+p-s)"
Interessant ist der Fall, wenn der Stichprobenumfang N = n zufdllig ist:

Satz 5.1.15 (Vermengung von Zufallsvariablen). Seien X1, Xo, ... unabhangig und iden-
tisch verteilt (iid) mit WeF Gx(s) und N eine von X1, Xo, ... unabhingige diskrete Zu-
fallsvariable mit dem Trager T C No und WeF G (s). Dann gilt fir S = X1+Xo+. . . +Xn:

Gs(s) = Gn(Gx(s))
Man spricht von der Vermengung der Zufallsvariablen X und N (engl. compounding).

Dieser Satz ist gewissermassen eine Verallgemeinerung von Satz 5.1.13. Im Spezialfall einer
konstanten Zufallsvariable N ergibt sich ndmlich P(N = n) = 1, mit Beispiel 5.1.8, Teil 1,
folgt Gy (s) = s™ und somit Gg(s) = [Gx(s)]".

Bemerkung: Die Abkiirzung 4id fiir "unabhéngig und identisch verteilt” ergibt sich aus
dem Englischen und steht fiir "independent and identically distributed”.
Beweis zu Satz 5.1.15.

Gs(s) = B(s°)
= E(E(s°IN))
= ) E(s°IN=n)-P(N =n)

= ) BT P(N =n)

= ZE(SXl-sX2~...-sX”)~P(N:n)
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Beispiel 5.1.16 (Fortsetzung von Beispiel 3.7.7). Eine Henne legt N ~ Po(\) Eier.
Jedes Ei briitet sie (unabhéngig von den anderen) mit einer Wahrscheinlichkeit p aus.
K =X+ Xo+ ...+ Xy ist die Anzahl der Kiiken. Also: X; ~ B(p) iid mit identischer
WeF Gx(s). Wir wissen:

Gn(s) = exp(A(s—1)),
Gx(s) = 1-p+ps.
Nach Satz 5.1.15 folgt:
Gk(s) = Gn(Gx(s))

= exp(A((1—p+ps)—1))
= exp(Ap(s — 1)).

Also K ~ Po(Ap).

5.2 Anwendung: Verzweigungsprozesse

Verzweigungsprozesse beschreiben die zeitliche Entwicklung von Populationen (z.B. von
Zellen), von Epidemien, etc. Sei Z,, die Anzahl von Mitgliedern in der n-ten Generation,
z.B. die Anzahl von Infizierten bei Beobachtung einer Epidemie. Jedes Mitglied der n-ten
Generation erzeugt eine Familie von Mitgliedern in der (n + 1)-ten Generation. Die Grofe
dieser Familie, d.h. die Anzahl der Nachkommen, sei zufillig mit Trager {0, 1, 2,...}.

Wir nehmen im Folgenden an:
1. Die Familiengrofen sind unabhingige Zufallsvariablen.

2. Die Familiengrofien haben identische Verteilung mit Wahrscheinlichkeitsfunktion f(7),
i=0,1,2, ..., und WeF G(s).

3. Zy=1.

Gesucht ist nun G,,(s) = E(s?"), die WeF von Z,,. Zunichst gilt G1(s) = G(s), und wir
konnen Gy, (s) tiber folgenden Satz berechnen:

Satz 5.2.1 (Iterierte von G(s)). Es gilt

Gm—i—n(s) — Gm(Gn(s))

und daher

n-mal

die n-fach Iterierte von G(s).

Beweis. Jedes Mitglied der (m +n)-ten Generation hat einen eindeutigen Vorfahren in der
m-ten Generation:
Lm+n :X1+X2—|—...+sz,
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wobei X; die Anzahl der Mitglieder der (m + n)-ten Generation ist, die das i-te Mitglied
der m-ten Generation zum Vorfahren haben. Aus den Annahmen 1. und 2. folgt, dass auch
die Zufallsvariablen X; iid mit WeF Gx(s) sind. Mit Satz 5.1.15 folgt:

Gmn(s) = Gm(Gx(s)),
wobei Gx(s) = Gyn(s), und daher

Gn(s) = G(Gn-1(9))

O
Mit diesem Satz lassen sich die Momente von Z,, leicht berechnen:
Lemma 5.2.2. Sei p = E(Z;) und 0 = Var(Zy). Dann gilt:
E(Z,) = p"
n-o? , falls p=1,
Val"(Zn) {0_2(un_1)un1 ll
TS R falls p # 1.
Beweis. Aus Satz 5.2.1 weils man, dass
Gn(s) = G(Gn-1(3)),
und es folgt nach der Kettenregel:
G(s) = G'(Gn-1(s)) - Gy (5).
Insbesondere ist fiir s = 1 mit Satz 5.1.9:
GL(1) =G (Gn1(1) - G4 (1)
~—— — ——_———
:E(Zn) =1 :E(anl)
=E(Z1)
und somit
E(Zn) = p-E(Zn—1) = 1"
Das zweite Resultat fiir Var(Z,,) folgt iiber G/2(1) und Korollar 5.1.10. O

Diesen Beweis haben wir bereits in Beispiel 3.7.14 fiir p = 02 = X > 0 gefiihrt.

Zu beachten ist:

Fir p < 1 gilt:



Fir p > 1 gilt:

E(Z,) — oo,
Var(Z,) — oo.

Im zweiten Fall ezplodiert der Prozess mit positiver Wahrscheinlichkeit, daher divergieren
E(Z,) und Var(Z,).

5.2.1 Verzweigungsprozesse mit Migration

In jeder Generation n werde nun eine zuféllige Anzahl I,, von Mitgliedern hinzugefiigt,
die analog zu den bisherigen Mitgliedern (also denen, die tatsdchlich Nachkommen sind)
Nachkommen zeugen kénnen.

Seien I, iid Zufallsvariablen mit WeF H(s), die vom Verzweigungsprozess bis zu dem
Zeitpunkt unabhdngig sind, an dem sie dazu kommen und dann den Verzweigungsprozess
beeinflussen. Insgesamt hat also die Gesamtzahl Z,, in der n-ten Generation WeF G,,, wobei

Gni1(s) = Gn(G(s)) - H(s).

Hierbei ist G(s) die WeF der Anzahl der Nachkommen mit dem Erwartungswert u, und
H(s) ist die WeF der Immigration mit dem Erwartungwert .

Durch Anwendung der Sitze 5.1.13 und 5.1.15 ergibt sich Folgendes: Sei v,, = E(Z,,). Dann
gilt
wr1(1) = GL(G(1)) - G'(1) - H(1) + Ga(G(1)) - H'(1),
d.h.
Uptl = VUn - b+ A

Man kann zeigen, dass der Prozess {Z,,} fiir p < 1 gegen eine stationdre Verteilung (Ver-
teilung mit konstantem Erwartungswert und konstanter Varianz) konvergiert. Der Erwar-
tungswert v erfiillt dann:

A
V:V'/,L+)\:>V:ﬁ.

5.3 Allgemeiner Erwartungswertbegriff

Ziel dieses Kapitel ist die Verallgemeinerung des Begriffs der WeF auf allgemeine Typen
von Zufallsvariablen. Dazu nétig ist ein allgemeinerer Erwartungswertbegriff, der unab-
hingig vom Typ der Zufallsvariable (stetig, diskret, etc.) ist.

5.3.1 Notation

Bisher gilt folgende Notation:

e Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x). Dann
gilt:
B(X)=> z- f(z). (31)
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o Sei X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f(x), dann gilt:
E(X) = /x - f(x)dx. (32)

Gleichung (31) kann umgeschrieben werden zu
E(X) = ZxdF(x),

wobei dF(z) = F(x) — limy, F(y) = f(z). Analog dazu lasst sich (32) umschreiben zu
E(X) = /:ch(ac),

wobel dF(z) = dl;(xx) dx = f(x)dz. Dies legt folgende allgemeine Notation nahe:

E(X):/xdF bzw. E(X):/xdF(x).

Samtliche Resultate fiir Erwartungswerte kénnen nun in einer vereinheitlichten Notation
geschrieben werden, z.B.:

Fiir g : R — R gilt

5.3.2 Abstrakte Integration

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X ist eine Funktion der Verteilungsfunktion F'.
F kann wiederum als Funktion der Abbildung X und dem zugrundeliegenden Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F, P) betrachtet werden. Also kann auch E(X) tber (2, F, P) und X
beschrieben werden. Dazu benétigt man einen Integrationsbegriff auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F, P).

Definition 5.3.1 (Einfache Zufallsvariable). Eine Zufallsvariable X heift einfach, wenn
sie nur endlich viele unterschiedliche Werte annimmt; sie kann also in der Form

X = i .ZL‘Z'IAi
i=1

fiir eine bestimmte Partition Ay, A, ..., A, von  (vgl. Definition 1.4.3) und bestimmte
reelle Zahlen x1, o, ..., x, dargestellt werden. Man definiert nun das Integral von X,
E(X), als
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Satz 5.3.2. Jede nicht-negative Zufallsvariable X : Q — [0, co) kann als Grenzwert einer
aufsteigenden Folge {X,,} von einfachen Zufallsvariablen geschrieben werden:

Xn(w) T X(w)
fiir alle n — oo und alle w € Q. Man definiert nun das Integral von X wie folgt:

E(X) = lim E(X,).

n—oo

Satz 5.3.3. Jede Zufallsvariable X : Q — R kann als Differenz von zwei nicht-negativen
Zufallsvariablen dargestellt werden:

X=X"-X",

wobei
Xt = X1 (w) = max{X(w), 0}

und

X" =X (w) = —min{X(w), 0}.
Nun definiert man das Integral von X wie folgt:
B(X) =E(X") -E(X"),
wobei mindestens E(X 1) oder E(X ™) endlich sein muss.

Korollar 5.3.4. Nach Satz 5.3.3 ist E(X) nun zumindest fir jede Zufallsvariable X mit
E(|X]) =E(XT + X7) < oo definiert.

In der Sprache der Mafstheorie schreibt man

E(X):/QX(CU) dpP bzw. E(X):/QX(Q))P(dw).

Der Erwartungswert-Operator E hat speziell fiir diskrete bzw. stetige Zufallsvariablen alle
uns bekannten Eigenschaften. Weiterhin gilt:

Satz 5.3.5 (Stetigkeit von E). Sei {X,} eine Folge wvon Zufallsvariablen mit
Xn(w) — X (w) fir alle w € Q.

e Monotone Konvergenz: Falls X,,(w) > 0 und X,(w) < Xp41(w) fir alle n und w,
dann gilt
E(X,) — E(X)

fiir n — oo.

e Dominierte Konvergenz: Falls | X, (w)| < Y(w) fir alle n und w und E(|Y]) < oo,
dann gilt:
E(X,) — E(X)

fiir n — oo. Man sagt hierzu: Die Zufallsvariable X wird von der Zufallsvariable Y
dominiert.
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o Speziell: Falls | X, (w)| < ¢ mit konstantem ¢ € RT fiir alle n und w, so gilt:
fiir n — oo.

Desweiteren gilt: Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit null (Nullereignisse) haben keinen Bei-
trag zum Erwartungswert. Es geniigt vorauszusetzen, dass X, (w) — X (w) fast sicher (f.s.)
gilt, d.h. fiir alle w € Q aufler maéglichen Nullereignissen:

Xn(w) I x (w).
Eine Folgerung der monotonen Konvergenz ist die (bereits bekannte) Additivitdt von Er-
wartungswerten:

Korollar 5.3.6. Sei Zy, Zs, ... eine Folge von Zufallsvariablen mit Z; > 0 und E(Z;) < oo
und sei X =2, Z;. Dann gilt:

E(X) =) E(Z).
=1

Lemma 5.3.7 (Lemma von Fatou; FATOU, 1878-1929). Sei {X,,} eine Folge von Zufalls-
variablen mit X, > Y fast sicher fir alle n € N und ein Y mit E(]Y|) < oo. Dann
qilt:

E(liminf X,,) < liminf E(X),).

n—oo n—oo

Definition 5.3.8 (Lebesgue-Stieltjes-Integral; LEBESGUE, 1875-1941, STIELTJES, 1856-94).
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'. F' definiert ein Wahrscheinlichkeits-
mak ppr auf den Borel-Mengen von R wie folgt:

e Setze pr((a, b)) = F(b) — F(a).

e 4 kann auf die Borelsche o-Algebra B erweitert werden, die kleinste o-Algebra, die
alle halboffenen Intervalle (a, b] enthélt. Also ist (R, B, ur) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, der zu einem vollstdndigen Wahrscheinlichkeitsraum (R, Lr, pp) vervollstén-
digt werden kann (vgl. Kapitel 1.6); hier ist also L die kleinste o-Algebra, die B
und alle Teilmengen von pp-Nullmengen enthilt. Vergleiche hierzu die Diskussion in
und vor Definition 4.1.2.

Sei nun also g : R — R Lp-messbar. Dann nennt man das abstrakte Integral
Blo(X) = [ gla)ar
~ [ arw)

das Lebesque-Stieltjes-Integral von g beziiglich up.

Dieses stellt man sich am besten wie das abstrakte Integral

B(X) = /Q X(w)dP,

VOr.

100



5.4 Momentenerzeugende Funktion und Kumulanten

Definition 5.4.1 (Momentenerzeugende Funktion). Die momentenerzeugende Funktion
(MeF) einer Zufallsvariablen X ist die Funktion M : R — Ry mit

M(t) = E(e"*) = E(exp(tX)).
Offensichtlich gilt M(0) = 1.
Satz 5.4.2. Falls M(t) auf einem offenen Intervall, das die Null enthdlt, endlich ist, so
gilt:
1. my, = B(X*) = M®)(0), insbesondere E(X) = M'(0).

2. M(t) kann durch Taylorentwicklung dargestellt werden als

M(t) = 3
k=0

k
k:'t’

d.h. M(t) ist die exponentialerzeugende Funktion der Folge der Momente von X.
3. Sind X und Y unabhdngig, so gilt:
Mx vy (t) = Mx(t) - My (t).
4. FallsY =a- X +b so gilt
My (t) = exp(bt) Mx (at).
5. Falls X eine wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion Gx(s) besitzt, so gilt

Mx(t) = Gx(exp(t)).

Beispiel 5.4.3 (Poisson-Verteilung). Da fir eine Poisson-verteilte Zufallsvariable X be-
kanntermafen Gx(s) = exp(A(s — 1)) ist, folgt:

Mx(s) = Gx(exp(s))
= exp(A(exp(s) — 1)),

Mx(s) = exp(A(exp(s) — 1)) - Aexp(s)
= Mx(s) - Aexp(s).

Fiir den Erwartungswert gilt:
E(X) = M%(0) = \.

Fiir die Berechnung der Varianz mit MeF bendtigt man die zweite Ableitung:

M%(s) = M'(s)- dexp(s) + Mx(s) - Aexp(s)
= Xexp(s) - (Mx(s) + Mx(s)).

Somit ergibt sich mit

die Varianz zu



Definition 5.4.4 (Kumulantenerzeugende Funktion). Die kumulantenerzeugende Funktion
(KeF') einer Zufallsvariablen X ist die Funktion

K(t) = log M(2).

Definition 5.4.5 (Kumulante). Die r-te Kumulante einer Zufallsvariablen X ist

Ky = K(T) (0>7
so dass sich K(t) in der Form
oo K‘/r .
Kit)=>" it
r=1

darstellen 1dsst.

Man beachte, dass die 0-te Kumulante verschwindet, da kg = K (0) = log M (0) =log1 = 0.
Fiir die nachsten zwei Kumulanten einer Zufallsvariable X gilt:

k= K'(0) = ]]\é/((g))zmle(X),
" M"(0)M(0) — [M'(0)]?
vy = K'(0) — ()[1\(4()0)]2[ (0)

= M"(0) — [M'(0)]? = my — m? = Var(X).
Die ersten beiden Kumulanten sind also gleich dem Erwartungswert und der Varianz von X.

Beispiel 5.4.6 (Momentenerzeugende Funktion und Kumulanten der Normalverteilung).
Sei X ~ N(0,1). Dann ist

Mx(t) = E(exp(t-X))
— /_Z \/%exp <tac - ;q?) dx
= exp (;ﬂ) /: \/12?exp (—;(m — t)2) dx

1
= exp <2t2> .

Mit Satz 5.4.2 folgt fiir Y =0 - X +

My(t) = esplit)exp (007

1
= exp <ut + B 02t2> .

Folglich ist

1
Ky (t) = pt+ 5 o?t?,

K1 = jt, ko = 02, und alle hoheren Kumulanten sind null.
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Beispiel 5.4.7 (Kumulanten der Poissonverteilung). Da Mx (t) = exp(A(exp(t) — 1)) fiir
X ~ Po()), folgt Kx(t) = Aexp(t) — 1), K\ = Xexp(t) fiir alle r = 1,2,... und somit
kp = A fiir alle r = 1,2,.... Bei der Pmssonvertellung sind also alle Kumulanten gleich A.

Satz 5.4.8. Sind X und Y unabhdngig, so gilt

Kx4y(t) = Kx(t) + Ky (1).

Es folgt, dass die r-te Kumulante einer Summe X1+ ...+ X, von n unabhdngigen Zufalls-
variablen gleich der Summe der jeweiligen r-ten Kumulanten der X; ist.

Die dritte und vierte Kumulante x3 und x4 nennt man Schiefe und Kurtosis (manchmal
auch Kurtosis Frzess). Bei der Normalverteilung sind beide gleich null. Haufig verwendet

man auch die standardisierte Schiefe Hg/:‘ig/2 und standardisierte Kurtosis /f4/n§.

5.5 Charakteristische Funktionen

Ein Problem von momentenerzeugenden Funktionen ist, dass M(t) nicht immer endlich
ist. Immer l&sst sich hingegen mit charakieristischen Funktionen arbeiten.

Definition 5.5.1 (Charakteristische Funktion). Die charakteristische Funktion (CF') einer
Zufallsvariablen X ist die Funktion ¢ : R — C, die durch

() = B(e™) = E(exp(it X))
mit ¢ = v/—1 definiert ist.
Die Anwendung der komplexen Analysis fiihrt zu:

o(t) = E(exp(itX)) = E(cos(tX)+isin(tX))
= E(cos(tX)) + i E(sin(tX)).

Man erkennt die Analogie zur Fourier-Transformation. Eine Wiederholung der entspre-
chenden Kapitel der Analysis erleichert das Verstindnis im Weiteren.

Satz 5.5.2. Die CF ¢ einer Zufallsvariablen X erfillt
(a) ¢(0) =1 und |¢(t)] <1 fir alle t € R.
(b) o(t) ist gleichmdfig stetig auf R.

(c) ¢(t) ist nicht-negativ definit, d.h.

n n

Z Bty — t1)zZ > 0
Jj=1k=1
fir ti, ta, ..., ty € R und 21, 29, ..., zn, € C. Z ist die zu zr konjugiert komplexe

Zahl.
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Die konjugiert kompleze Zahl zu a = a + i3 ist
a=a—1i0.
Der Betrag |a| einer komplexen Zahl a = o + i3 ist definiert als

la| = Va-a=+/a?+ (2
Beweis zu Satz 5.5.2. Zu (a): Zunéchst ist ¢(0) = E(cos(0)) + i E(sin(0)) = 1+4+i-0 = 1.
Weiterhin gilt:
e = [E(exp(itX))]
Satz 4.5.1
E(] exp(itX)|)
= E(] cos(tX) + i - sin(tX)|)
= E (\/COS2(tX) + sinQ(tX)>
= E(1)
= 1.

Fiir den Beweis von (b) und (c) siehe Buch von Grimmett und Stirzaker oder andere
Literatur. O

Bemerkung: Es gilt sogar der Umkehrschluss: Funktionen, die (a)-(c) erfiillen, sind cha-
rakteristische Funktionen (Satz von Bochner).

Eine der wichtigsten Eigenschaften von CF ist, dass man aus ihr wieder die Verteilung
von X berechnen kann. Zunéchst betrachten wir nur die Momente der Verteilung.

Satz 5.5.3. Ist X symmetrisch um Null, d.h. f(z) = f(—x) fir alle z € R, so ist ¢px(t)
reellwertig.

Beweis. Da ¢(t) = E(cos(tX)) + ¢ E(sin(tX)), ist E(sin(¢)) = 0 zu zeigen:

E(sin(t)) = / sin(tz) f(x)dz
o %
= / sin(tx) f(z)dz + / sin(tx) f(v)dz
00 0
sin(:c) —sin(—z) 0 e
/ —sin(—tz) f(—z)dx + / sin(tz) f(z)dz
00 0

= —/0 sin(tx)f(x)dm+/0 sin(tz) f(v)dx
= 0.
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Satz 5.5.4.
(a) Falls ¢¥)(0) ezistiert, so gilt:
E(|X*)) < oo firk gerade,
E(|X*1) < oo fir k ungerade.

(b) Fiir E(|X*|) < oo gilt (Satz von TAYLOR fiir Funktionen von komplexen Variablen,
1685-1731):

k J ‘
o0 =y E()f )ity + ot"),

J
Insbesondere ist ¢F)(0) = i* BE(XF).

Die Notation o(t*) ist hier wie folgt zu verstehen: Fiir das Restglied f(t) gilt % — 0 fiir
t— 0.

Satz 5.5.5. Sind X und Y unabhdngige Zufallsvariablen, so gilt:
Px1v(t) = ox(t) - oy (t).

Beweis. Es ist

x4y (t)

= E(exp(it(X +Y)))
= E(exp(itX)exp(itY))
([cos(tX) + i - sin(tX)][cos(tY) + i - sin(tY)])
E (cos(tX) cos(tY') — sin(tX) sin(tY') + i[cos(tX ) sin(tY) + sin(¢X) cos(tY)])
E(cos(tX)) - E(cos(tY)) — E(sin(tX)) - E(sin(tY"))

+i[E(cos(tX)) - E(sin(tY)) + E(sin(tX)) - E(cos(tY))]
= [E(cos(tX)) +i-E(sin(tX))] - [E(cos(tY)) + i - E(sin(tY"))]
= (exp(ti)) E(exp(itY))

|
=

unabh.

= ¢x(t) - oy (t).
O
Satz 5.5.6. Sei Y =aX +b mit a, b € R. Dann gilt:
oy (t) = exp(ith) px (at).
Dieser Satz beinhaltet folgenden Spezialfall: Y = aX = ¢y (t) = ¢ux(t) = dx(at).
Beweis zu Satz 5.5.6. Es gilt:
¢x(t) = E(exp(it(aX +1)))
= E(exp(ith) - exp(itaX))
= exp(ith) E(exp(itaX))
= exp(ith)opx (at).
O
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Satz 5.5.7. Unter bestimmten Regularititsvoraussetzungen (Details im Buch von Grim-
mett und Stirzaker) gilt:

o(t) = M(it).
Dies macht die Berechnung von CFen bei Kenninis der MeF' sehr einfach.

5.6 Beispiele fiir charakteristische Funktionen

Die Herleitung der folgenden Ergebnisse findet man im Buch von Grimmett und Stirzaker.

1. Konstante Variable. Die konstante Variable X = ¢ hat CF
o(t) = exp(ite).
2. Bernoulliverteilung:
o(t) =q+p-exp(it) mit ¢g=1—p.
3. Binomialverteilung:
¢(t) = lg+p-exp(it)]®  mit g=1—p.

4. Exponentialverteilung:

5. Standard-Cauchy-Verteilung:
o(t) = exp (—|t]).
6. Normalverteilung:

o(t) = exp (iut - ;agt2> .

Hieraus folgt fiir die Standardnormalverteilung:
1
o(t) = exp <—2t ) .

7. Gammaverteilung: X ~ G(a, b), dann
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5.7 Umkehrformel und Stetigkeitssatz

Satz 5.7.1 (Inverse FOURIER-Transformation, 1768-1830). Sei X eine stetige Zufallsva-
riable mit Dichtefunktion f(x) und CF ¢(t). Dann gilt fir alle € R, an denen f(x)
differenzierbar ist:

1 o

Flo) = & / exp(itz) - (1) di.

—00
Eine hinreichende (aber nicht notwendige) Bedingung dafiir, dass ¢(t) die CF einer stetigen
Zufallsvariable ist, ist [ |¢(t)] dt < oc.

Der allgemeine Fall (d.h. X nicht stetig) ist deutlich komplizierter, aber auch hier lasst
sich die Verteilungsfunktion einer beliebigen Zufallsvariablen X aus deren CF berechnen:

Satz 5.7.2. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F(x) wund CF
¢(t) = E(exp(itX)) = [ exp(itz)dF(z). Sei ferner F(x) = $(F(z) + limy, F(y)).

Dann gilt:
_ _ 1 N —iat) — —ibt
F(b) — F(a) = — lim exp(—iat) — exp(=ibt)
2T N—oo J_ it

(1) dt.

Fiir den Fall der stetigen Verteilungsfunktion ist F/(x) = F(z).

Korollar 5.7.3 (Eindeutigkeitssatz von charakteristischen Funktionen). Zwei Zufallsva-
riablen X und Y haben genau dann die gleiche CF, wenn ihre Verteilungsfunktionen iden-
tisch sind. Das heifit, die Verteilung einer Zufallsvariable ist durch ihre CF wollstandig
determiniert.

Zur Formulierung der Stetigkeitssatzes (Satz 5.7.5) benotigen wir:

Definition 5.7.4. Eine Folge von Verteilungsfunktionen I, Fy, ... konvergiert zu einer
Verteilungsfunktion F' (Schreibweise: F,, — F'), falls lim,,_.~ Fy,(x) = F(x) an allen Punk-
ten z € R, an denen F(z) stetig ist.

Bemerkung: Wieso fordert man F,, — F nur an allen Stetigkeitsstellen von F'(x)? Be-

trachte
0 fiirx<
F,(x) =
n(®) {1 fir z >

1

0 fi —=
und Gn(x) = s !
1 firx> —a

3= 3=

Sei
i
F(x):{o ur x < 0

1 firz>0

die Verteilungsfunktion der konstanten Zufallsvariable X = 0. Dann gilt
Gn(x) — F(z) fir alle z € R,

aber
F,(x) — F(z) fir alle x € R\ {0},

da F,,(0) — 0. Also ist limy, o Fy () nicht rechtsstetig und somit keine Verteilungsfunkti-
on. Trotzdem ist es naheliegend, auch F'(x) als Grenzwert von F),(z), n — oo, zuzulassen.
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Satz 5.7.5 (Stetigkeitssatz). Sei Fy, Fy, ... eine Folge von Verteilungsfunktionen mit zu-
gehdrigen CF ¢1, ¢a, .. ..

(a) Fallslim,,_o Fy,(x) = F(x) mit zugehoriger CF ¢, dann gilt auch lim,,_.~ ¢n(t) = ¢(t)
fiir alle t € R.

(b) Falls ¢(t) = limy, 00 Op(t) existiert und im Punkt t = O stetig ist, dann ist ¢ die CF
einer Verteilungsfunktion F, und es gilt F,, — F'.

5.8 Zwel Grenzwertsitze

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit den beiden wohl bekanntesten Sétzen der Statistik:
o Gesetz der grofen Zahlen (GDGZ), engl. Law of Large Numbers (LLN),
o Zentraler Grenzwertsatz (ZGWS), engl. Central Limit Theorem (CLT).

Beide betreffen die Konvergenz einer Folge von Zufallsvariablen, wir benétigen also

Definition 5.8.1 (Konvergenz in Verteilung). Sei X, X, ... eine Folge von Zufallsva-
riablen mit zugehorigen Verteilungsfunktionen Fi, Fy, .... Man sagt, X, konvergiert in

Verteilung gegen X (Schreibweise: X, D, X), falls F,, — F fir n — oo, wobei F die
Verteilungsfunktion von X ist.

Bemerkung: Die Schreibweise der Konvergenz in Verteilung, X, D x , ergibt sich aus
der englischen Bezeichnung convergence in distribution.

Satz 5.8.2 (Gesetz der groken Zahlen, GDGZ). Sei X, Xo, ... eine Folge von unab-
hangigen und identisch verteilten (iid) Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert fi.
Definiere die Folge der Partialsummen Si, So, ... durch

n
Sn:X1+X2+...+Xn:ZXi.
=1

Dann gilt:
1
—Sh L, 1.
n
Bemerkungen:
1. Bei T}, = %Sn spricht man auch von der mittleren Partialsumme.

2. Bei p handelt es sich in diesem Fall um die deterministische Zufallsvariable mit
Punktmasse im Punkt x4 und der CF ¢(t) = exp(itu).

3. Das GDGZ funktioniert nicht immer! Ein prominentes Beispiel ist die Cauchy-Vertei-
lung, also die t-Verteilung mit einem Freiheitsgrad. Hier ist auch die Voraussetzung
des existierenden Erwartungswertes nicht erfiillt.

4. Das GDGZ existiert in zahlreichen Modifikationen und Erweiterungen. Das starke
Gesetz der grofien Zahlen werden wir im néchsten Kapitel kennenlernen.
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Beweis zu Satz 5.8.2. 7u zeigen ist, dass

1 0, fall
Fls(m):P<Sn§m)—> s
nor n 1, falls z > p.

Sei ¢x(t) die CF der X;’s und ¢,(t) die CF von T, = 25,. Wegen Satz 5.5.5 (sind

X, Y unabhingig, dann ¢x1y (t) = ¢x(t) - ¢y (t)) und Satz 5.5.6 (¢pux(t) = dx(at)) gilt:
Sn=X1+Xo+ ...+ X, hat CF

B, (1) 25 (o (1))
und %Sn hat CF

Bn(t) 20 {qﬁx <;>} " (33)

Nun lésst sich Satz 5.5.4 (Taylor-Reihe) auf ¢x(¢) mit kK = 1 anwenden:

! N
oxtt) = 3 EEGY + ot

In (33) eingesetzt ergibt dies:

¢ t\]"
on(t) = [1 + i,uﬁ +o (n)] — exp(itp) fiir n — oo,

da bekanntermafen lim, ..o(1 4+ £)” = exp(z). Die Funktion exp(ity) ist die CF der
Einpunktverteilung im Punkt p. Mit dem Eindeutigkeitssatz (Korollar 5.7.3) und dem
Stetigkeitssatz (Satz 5.7.5) folgt die Behauptung. O

Bemerkung: Sei nun zusiitzlich 0 = Var(X;) < oo und o2 > 0. Aus Satz 5.8.2 folgt:
1 D o . .
—(Sp, —np) — (0, —)=(Erwartungswert, Varianz).
n n

Ferner gilt offensichtlich (S, — nu) ~ (0, no?), woraus sofort folgt, dass ﬁ(Sn — np)

Erwartungswert 0 und Varianz o2 besitzt. Der Zentrale Grenzwertsatz macht eine Aussage
iiber die asymptotische Verteilung von ﬁ(Sn —nu):

1
J(Sn = m) =2 N0, 0%)
bzw. .
=5 (Sn ) 2, N, 1).

Satz 5.8.3 (Zentraler Grenzwertsatz, ZGWS). Seien X1, Xo, ... #id Zufallsvariablen mit
p=E(X;) < oo und 0 < Var(X;) = 0 < co. Dann gilt fiir S, = X1+ Xo + ...+ X
1 D
Un—\/ﬁ(Sn—nu) — N(0, 1)

fiir n — oo.
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Xi—p

Beweis. Sei Y; = =4

und ¢y die CF von den Y;’s. Dann gilt:

RB(Y)=E(¥) = 0 (34)
Var(Y) = Var(¥;) = 1, (35)

da es sich bei Y; um die Standardisierung von X; handelt. Ferner ist

1 n
U,=— Y;.
vpD

Mit Satz 5.5.4, k = 2, folgt:

2 A
o) = X0y o)

E(Y?
= 14+E®Y)it+ (Z)ﬁtz + o(t?)
: 1
(U5 52+ o(®).

Dann folgt fiir die CF von > i | V;:

b = |1- 3 2o

und fiir die CF v, (t) von U,, = ﬁ Yo Y,

t2

Da nun aber o (n

)—>Ofiirn—>oo,gilt

Un(t) — exp (—; t2>

fiir n — oo. Da exp (—%tQ) die CF der Standardnormalverteilung ist, folgt mit dem Ste-
tigkeitssatz (Satz 5.7.5) und dem Eindeutigkeitssatz (Korollar 5.7.3) die Behauptung. [

Bemerkung: Das Kiirzel L, wird hiufig ersetzt durch ~, was fiir ”ist asymptotisch
verteilt wie” steht. Somit sagt Satz 5.8.3:

1 a
U, =—— (S, —nu) ~N(0, 1).
Die folgenden alternativen Schreibweisen fiir den ZGWS lassen sich daraus leicht ableiten:
NZD

T(Tn - M) ~ N(Ov 1)7

110



und
1
N4D

Etwas vereinfachend findet man auch héufig die Schreibweisen

(Su = ni1) = V(T — 1) & N(0, 0?).

S, ~ N(nu, no?)

2
Tn'g’N</qu U>,
n

bei denen die Parameter der asymptotischen Normalverteilung vom Stichprobenumfang n
abhangen.

und

Beispiel 5.8.4. Sei S, =Y ;" ; X; und X; ~ B(p). Dann gilt fiir groke n:

1
np(1 —p)
bzw. S, ~ N(np, np(l—p))

e

(Sn — np) N(0, 1)

1—
bow. T, &~ N <p, M) .
n
Dies ist die dlteste Version des ZGWS. Mit p = % wurde sie um 1733 von MOIVRE (1667-
1754) und mit p € (0, 1) spiter von DE LAPLACE (1749-1827) gezeigt.

Der ZGWS existiert in zahlreichen Modifikationen und Erweiterungen. Unter Anderem
kann eine multivariate Version formuliert werden:

Satz 5.8.5. Sei (X;);en eine Folge von iid p-dimensionalen Zufallsvektoren mit endlichem
FErwartungswertvektor p = E(X;) und endlicher Kovarianzmatriz ¥ = Cov(X;) > 0. Dann
gilt:
1 D
= (Z X, — nu) L. N0, ),
i=1

wobei Np(0, ) eine p-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswertvektor 0 und
Kovarianzmatriz 3 ist.

Beispiel 5.8.6. Sei X; ~ M,(1,7), d.h. g = w und ¥ = diag(w) + ww’. Dann gilt fiir
Sn = Z?:l Xz
1
vn

was gewissermafien die multivariate Verallgemeinerung von Beispiel 5.8.4 ist.

(Sn — np) 2 N,y(0, ),

Die Delta-Methode (kurz: A-Methode) trifft nun eine Aussage iiber die Konvergenz von ¢(7},),
wobei g eine (bis auf Regularitdtsbedingungen) beliebige Funktion sei.
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Satz 5.8.7 (Delta-Methode / A-Methode). Sei T), = (X1 + ... + X,,), wobei X; iid mit
Erwartungswert i und Varianz 0. Sei ferner g eine (zumindest in einer Umgebung von 1)
stetig differenzierbare Funktion mit Ableitung g' und ¢'(p) # 0. Dann gilt:

Vi(g(T) = g(w) == N (0, [¢/ ()] - o)

fiir n — oo.

. . a
Vereinfachend kann man sich merken, dass aus Z ~ N (v, 72)

9(Z2) ~ N(gw),[dW)?-7%)
folgt.
Beispiel 5.8.8. Sei X; i B(p). Dann ist bekanntermafen
E(X;) = p =0,
Var(X;) = 0? = p(1—p)

und

ZXZ ~ B(nv p),
=1

1 ¢ p(l —p)
X == E X. AN LA S VA I
"o — ! (p, n )

H&ufig interessiert man sich fiir die Chancen (engl. odds)

D
np)=1— ’
oder fiir die log-Odds
92(p) = log —
Nun ist aber
91(p) = !
! (1-p)?
und
5(p) = !
92 p(1—p)

Die Anwendung der A-Methode liefert:

Xn 4 P 1 7% p(1-p)
1-X, NN(l—p7 [(l—p)Q} on )
——

emp. Chance

___p
(1-p)3-n

X 1
log " AN |(log P , .
1-X, 1—-p p(l=p)-n

emp. log-Chance

und
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Mit der asymptotischen Verteilung von log(X, /(1 — X,,)) lassen sich somit Konfidenzin-
tervalle fiir die Log-Odds log(p/(1 — p)) konstruieren, die durch Riicktransformation mit
der inversen Logit-Funktion 1/(1 + exp(—z)) zu Konfidenzintervallen fiir p umgerechnet
werden konnen. Diese Intervalle haben den Vorteil, dass die Intervallgrenzen immer im
Intervall (0,1) liegen.

Eine multivariate Verallgemeinerung der A-Methode liefert

Satz 5.8.9 (Multivariate Delta-Methode). Sei T\, = (X1 + ... + X,,), wobei die p-
dimensionalen Zufallsvektoren X ; iid mit Erwartungswert p und Kovarianzmatriz X seien.
Sei ferner g : RP — R? (q < p) eine in einer Umgebung von p stetig differenzierbare
Abbildung, wobei die ¢ X p- Matriz
D (3gi(m)>
oxj )

vollen Rang q besitze. Dann gilt:

Vi(g(Th) — 9(n)) -2 N,(0, DEDY)

fiir n — oo.
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6 Konvergenz von Zufallsvariablen

6.1 Einfiihrung
Bei der Konvergenz von Zufallsvariablen handelt es sich um die Konvergenz von Funktio-

nen auf Wahrscheinlichkeitsrdumen.

Im Weiteren sei f1, fa, ... eine Folge von Funktionen, die das Intervall [0, 1] nach R abbil-
den. Man unterscheidet:

Definition 6.1.1 (Punktweise Konvergenz). Die Folge fi, fo, ... konvergiert punktweise
gegen die Funktion f, wenn fiir alle z € [0, 1]

fo(x) — f(z) furn — oo
gilt.

Definition 6.1.2 (Konvergenz bzgl. einer Norm). Die Folge f1, fa, ... konvergiert bzgl. der
Norm ||.|| gegen die Funktion f, wenn

|frn— fl| — 0 fiir n — oc.

Beispielsweise lautet die L,-Norm:

joto= ([ rg<x>|pdx)‘l’

Definition 6.1.3 (Konvergenz bzgl. eines Mafies). Definiere eine Distanz zwischen zwei
Funktionen g, h : [0, 1] — R durch

fir p > 1 und ||g||, < oo.

ds(g, h) = /Ed:n

E={uel0,1]:]|g(u) — h(u)| > e}.
Die Folge f1, fo, ... konvergiert im Maf§ gegen die Funktion f, falls

mit festem € > 0 und

de(fn, f) — 0 fiirn — oo

und alle £ > 0.

6.2 Konvergenzarten von Zufallsvariablen

Definition 6.2.1. Sei X;, Xo, ... eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F, P). Man sagt,

1. X,, — X fast sicher (f.s., engl. almost surely, a.s.), falls
PlweQ: X,(w)— X(w) firn— oo} =1.
—_———

punktweise Konvergenz
gemaf Definition 6.1.1

Die fast sichere Konvergenz ist schwicher als die punktweise Konvergenz.
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2. X,, — X im r-ten Mittel, r > 1, falls E(|X]|) < oo fiir alle n und
E(| X, — X|") — 0 fiir n — oo.
Zu beachten ist, dass r = const. Siehe auch Definition 6.1.2.
3. X, — X in Wahrscheinlichkeit, falls

P(|X, —X|>¢) — 0 fr n — oo und € > 0.

4. X, — X in Verteilung, falls
P(X, <z)— P(X <z)firn — o
an allen Punkten z € R, an denen F'x(z) = P(X < z) stetig ist.

Folgende Schreibweisen haben sich fiir die in Definiton 6.2.1 beschriebenen Konvergenzar-
ten durchgesetzt:

1. X, konvergiert fast sicher (almost surely) gegen X:

X, = X,
X, = X.

Man sagt auch, X,, konvergiert mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen X.

2. X, konvergiert im r-Mittel gegen X:

X, — X.

3. X, konvergiert in Wahrscheinlichkeit (in probability) gegen X:
X, X

4. X,, konvergiert in Verteilung (in distribution) gegen X:
X, 2 X

Bemerkung: Man spricht bei
e X, 1, X von Konvergenz im Mittel,

e X, 2, X von Konvergenz im quadratischen Mittel.

Beispiel 6.2.2. Sei X ~ B(3) Bernoulliverteilt und X, Xo, ... Zufallsvariablen mit
X, = X fiir alle n € N. Dann X,, — X in allen vier Konvergenzarten, da die Varia-
blen dieselben sind. Betrachte nun Y = 1 — X. Dann ist Fy(z) = Fy(z), da Y ~ B(3).

Daher X, L, Y. Aber X,, konvergiert auf keine andere Art gegen YV, da |X,, — Y| =1
immer gilt.
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Satz 6.2.3. Fs gelten folgende Zusammenhdnge zwischen den Konvergenzarten:

x, I x — x, Dx
X, X = X, X
X, L x — x,2x

und somit auch
X,y — x, Bx — x, 2 x
X, X — X,2x — x,2x

fir alle r > 1. Ferner gilt firr > s > 1:
X, — X=X, > X.
Alle weitere Implikationen sind im Allgemeinen falsch! Es gibt jedoch weitere Spezialfille.

Satz 6.2.4. FEs gilt:

1. Falls X, L, ¢, wobei ¢ eine Konstante ist, dann gilt auch X, £, ¢, also

D P
X,—c <= X, —ec

2. Falls X, = X und P(|X,| < k) =1 fir alle n € N und k beliebig aber konstant,
dann folgt auch X,, — X fiir alle r > 1, also

X, X = X, X
3. Falls fir P,(c) = P(| X, — X| > ¢) gilt: Y, Py(e) < oo fiir alle e > 0, so gilt
X, % x.

Beweise zu den Sdtzen 6.2.8 und 6.2.4. Siehe Buch von Grimmett und Stirzaker. Im Fol-
genden sei nur ein Beispiel zu X, £, X 4 X, 2, X genannt. ]

Beispiel 6.2.5. Sei { X, },en unabhingig mit

X _ n3  mit Wahrscheinlichkeit n =2,
" ]10  mit Wahrscheinlichkeit 1 — n~2.
Dann ist P(|X,, — 0| > ¢) = n~2, fiir groke n gilt also X, L, 0. Aber

E(|X,)=n*n"?=n—

fiir n — oo, und somit gilt nicht X, Lo

Satz 6.2.3 impliziert, dass Konvergenz in Verteilung die schwichste Form der Konvergenz
ist. Interessant ist aber der
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Satz 6.2.6 (Reprisentationssatz von Skorokhod). Seien {X,,} und X Zufallsvariablen mit

Verteilungsfunktionen {F,} und F und X, D, x (bzw. F,, — F') fiir n — oo. Dann
gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (', F', P') und Zufallsvariablen {Y,} und Y wvon
Q' nach R mit

o {Y,} und Y haben Verteilungsfunktion {F,} und F,

an&YﬂirnHoo.

Es gibt also eine Folge {Y,} von Zufallsvariablen, identisch verteilt wie {X,}, die gegen
eine Kopie von X konvergiert.

Satz 6.2.7. Sei X, L, X und g : R — R stetig. Dann gilt:
D
Q(Xn) - g(X)

Beweis. Definiere {Y,,} und Y wie in Satz 6.2.6. Dann Y, Iy, Wegen der Stetigkeit
von g gilt:
{w:g(Ya(w)) = g(Y(w)} 2 {w: Ya(w) = Y(w)}

— gV 1% g

— g(Y) = g(v).

Da aber ¢g(Y;,) und g(Y') die gleiche Verteilung wie g(X,,) und g(X) besitzen, folgt:

9(Xn) 2 g(X).

Wir bemerken an dieser Stelle dass fiir g(x) stetig offensichtlich auch

X I x = gx) L5 gx)

gilt, dies ist ja ein Teil des Beweises. Die analoge Aussage gilt auch fiir Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit (siehe Ubungsaufgabe):

X, X = g(X,) L g(x).

6.3 Einige zusitzliche Resultate

Satz 6.3.1. Sei h: R — [0,00) eine nicht-negative Funktion. Dann gilt:

Ph(X)>a) < E(h(gX)) fir alle a > 0.

Spezialfille sind die folgenden zwei Ungleichungen:
Satz 6.3.2 (MARKOVsche Ungleichung, 1856-1922). Es gilt:
E(|X]

a

~—

P(X|>a) <

fiir alle a > 0.
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Satz 6.3.3 (CHEBYSHEVsche Ungleichung, 1821-1894). Es gilt:

E(X?
P(X2 > a) < (a ) fir alle a > 0
und somit auch Var(X
P((X ~E(X))2>a) < ) fir alle a > 0.

Beweis zu Satz 6.3.1. Sei A das Ereignis {h(X) > a}. Dann gilt:
hMX)>a-la,

wobei 4 die Indikatorfunktion des Ereignisses A ist, und daher:

BE(h(X)) = a-E(Ls) = a- P(h(X) = a),

also:
Ph(X)>a) < E(h(X)) fiir alle a > 0.

Die Markovsche Ungleichung wird gerne zum Beweis von
1 P

X, — X=X, — X

verwendet: Es gelte X, BN X, d.h.
E(|X, — X|) = 0 fiir n — oc.
Bleibt also zu zeigen, dass X, £, X, d.h.
P(|X, —X|>¢e) — 0 fiir allee > 0 und n — oo.

Nun ist

E(X» — X])

P(|X, - X|>¢) < -

— 0 fiir alle e > 0,
da E(| X, — X|) — 0 fiir n — oc.
Satz 6.3.4. Sei X, f—s> X und Y, f—s> Y. Dann gilt fir die Summe X,, + Y,
f.s.
X, +Y,—= X+Y.

Ein analoges Resultat gilt auch fiir die Konvergenzarten — und P, Aus Xn LoX und
Y, Ly folgt im Allgemeinen aber nicht X,, + Y, P.x +Y.

Der Fall 2 wird nun separat unter leicht verschirften Bedingungen abgehandelt:

Satz 6.3.5 (SLUTSKY’s Theorem, 1880-1948). Falls X,, — X und Y, - a mit a € R,
dann gilt:

1 X, +Y, 2 X +a.
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2. X, Y, 24X,

Beispiel 6.3.6. Seien X, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
endlichem Erwartungswert p und endlicher Varianz 0. Das GDGZ stellt sicher, dass

_ 1 & D
i=1
fiir n — oo, aber was kann man zur Konvergenz der empirischen Varianz
1 n 1 n
2= (G- %)= (o x?) - &2
=1 =1
sagen? Mit Satz 6.2.7 folgt zunéchst, dass
X222
Da E(X?) = 02 + pi2, gilt weiterhin mit dem GDGZ
RS 2 D 2 2
. Z X’L — 0"+,
n -
=1
und mit Satz 6.3.5 folgt somit

D
S2 = 52,

Eine analoge Aussage erhiilt man, wenn man in S2 den Faktor 1/n durch 1/(n—1) ersetzt.
Dann gilt sogar E(S,,) = o2 fiir alle n € N.

6.4 Gesetze der grofien Zahlen

Satz 6.4.1. Seien X1, Xo, ... iid mit E(X?) < oo und E(X;) = pu. Dann gilt

1

n
—E Xiﬁu fiir n — oo.
n

=1

Bemerkung: Wir haben hier stérkere Voraussetzung aber auch eine stiarkere Konvergenz-
aussage als in Satz 5.8.2, bei dem nur

1 O D .
— E X; — o fiir n — oo.
n

=1

unter der Annahme E(]X;|) < oo gezeigt wurde. Mit Satz 6.2.4, Teil 1, folgt aber aus
Satz 5.8.2 zumindest Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit, d.h.

1 n
— E Xii,u fiir n — oc.
n

i=1

Deswegen wird Satz 5.8.2 auch das schwache Gesetz der grofien Zahlen genannt.
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Beweis zu Satz 6.4.1. Sei S, = Y~ X;. Dann konvergiert %Sn im Quadratmittel gegen
@ da

(o)) - e )
- %Var(sn)

unabh. % (n - Var(X;))

1
= —Var(X;) —0
n
fir n — oo. O

Fiir die Konvergenz im Quadratmittel ist die Bedingung E(X?) < oo notwendig und hin-
reichend. Fiir fast sichere Konvergenz geniigt aber E(|X;|) < oc:

Satz 6.4.2 (Starkes Gesetz der groken Zahlen, engl. Strong Law of Large Numbers, SLLN).
Seien X1, Xo, ... #id Zufallsvariablen. Dann gilt:

1 5.
—Snf—s>u fiir n — oo und = const.
n

genau dann, wenn E(|X;|) < co. Dann ist p = E(X;).
Notwendig und hinreichend fiir die schwache Konvergenz ist folgende Eigenschaft:

Satz 6.4.3. Sei {X,} eine Folge von iid Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungs-
funktion F. Fir ein p gilt:
1 n
L2 X
n-
=1

genau dann, wenn die CF ¢(t) der X;’s im Punkte t = 0 differenzierbar ist und ¢'(0) = ip
gilt.

Beispiel 6.4.4. Da bekanntermafen bei der Standard-Cauchy-Verteilung die
CF ¢(t) = exp(—|t|) lautet, kann schwache Konvergenz nicht gelten, da die Differenzier-
barkeit in £ = 0 nicht gegeben ist. Es gilt sogar:

15,0 = [esn(-1)]" = expit,

was bedeutet, dass auch %Sn Standard-Cauchy-verteilt ist, egal, wie grof n ist.
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